30 October 1997

A SIMPLE ADAPTIVE PROCEDURE 1 LEADING TO CORRELATED EQUILIBRIUM by 2 3 Sergiu Hart and Andreu Mas-Colell

Abstract

We propose a new and simple adaptive procedure for playing a game: "regret-

matching." In this procedure, players depart from their current play with

probabilities that are proportional to measures of regret for not having used

other strategies in the past. It is shown that our adaptive procedure

guarantees that, with probability one, the empirical distributions of play

converge to the set of correlated equilibria of the game. To compute these

regret measures, a player needs to know his payoff function and the history of

play. We also offer a variation where every player knows only his own

realized payoff history (but not his payoff function).

-------------------------------------------------------- 1 Previous versions: December 1996,, March 1996 (handout). Research partially supported by grants of: the U.S.-Israel Binational Science Foundation; the Israel Academy of Sciences and Humanities; the Spanish Ministry of Education; and the Generalitat de Catalunya. We want to acknowledge the useful comments and suggestions of Robert Aumann, Antonio Cabrales, Dean Foster, Drew Fudenberg, David Levine, Al Roth, Reinhard Selten, Sylvain Sorin, the anonymous referees, and the participants at various seminars where this work was presented. 2 Department of Economics; Department of Mathematics; and Center for Rationality and Interactive Decision Theory, The Hebrew University of Jerusalem, Givat Ram, 91904 Jerusalem, Israel. e-mail: hart@sunset.ma.huji.ac.il http://www.ma.huji.ac.il/~hart 3 Departament de Economia i Empresa and CREI, Universitat Pompeu Fabra, Ramon Trias Fargas 25-27, 08005 Barcelona, Spain. e-mail: mcolell@upf.es

1. Introduction

The leading non-cooperative equilibrium notions for N-person games in strategic (normal) form are Nash equilibrium (and its refinements) and correlated equilibrium. In this paper we focus on the concept of correlated equilibrium.

A correlated equilibrium ----------a notion introduced by Aumann [1974] ----------can be described as follows: Assume that, before the game is played, each player receives a private signal (which does not affect the payoffs). The player may then choose his action in the game depending on this signal. A correlated equilibrium of the original game is just a Nash equilibrium of the game with the signals. If the signals are (stochastically) independent across the players, this is just a Nash equilibrium (in mixed or pure strategies) of the original game. But the signals could well be correlated, in which case new equilibria may obtain.

Equivalently, a correlated equilibrium is a probability distribution on N-tuples of actions, which can be interpreted as the distribution of play instructions given to the players by some "device" or "referee." Each player is given ----------privately ----------instructions for his own play only; the joint distribution is known to all of them. Also, for every possible instruction that a player receives, the player realizes that the instruction provides a best response to the random estimated play of the other players ----------assuming they all follow their instructions.

There is much to be said for correlated equilibrium. See Aumann [1974, 1987] for an analysis and foundational arguments in terms of rationality. Also, from a practical point of view, it could be argued that correlated equilibrium may be the most relevant non-cooperative solution concept.

Indeed, with the possible exception of well controlled environments, it may be hard to eliminate a priori the possibility that correlating signals be amply available to the players, and thus find their way into the equilibrium.

This paper is concerned with dynamic considerations. We pose the following question: Are there simple adaptive procedures always leading to correlated equilibrium?

A procedure with the desired convergence property was proposed by Foster and Vohra [1996]. Fudenberg and Levine [1996] offered a second one. We introduce here a procedure which we view as particularly simple and intuitive (see Section 5 for a comparative discussion of all these procedures). It does not entail any sophisticated updating, prediction or fully rational behavior. Our procedure takes place in discrete time and it specifies that players adjust strategies probabilistically. This adjustment is guided by "regret measures" based on observation of past periods. Players know the past history of play of all players, as well as their own payoff matrix (but not necessarily the payoff matrices of the other players). Our Main Theorem is: The adaptive procedure generates trajectories of play that almost surely converge to the set of correlated equilibria.

The procedure is as follows: At each period, a player may either continue playing the same strategy as in the previous period, or switch to other strategies, with probabilities that are proportional to how much higher his accumulated payoff would have been had he always made that change in the past. More precisely, let U be his total payoff up to now; for each strategy k different from his last period strategy j, let V(k) be the total payoff he would have received if he would have played k every time in the past he chose j (and everything else remains unchanged). Then only those strategies k with V(k) larger than U are chosen, with probabilities that are proportional to the differences V(k) -----U, which we call the "regret" for having played j rather than k. These probabilities are normalized by a fixed factor, so that they add up to strictly less than 1; with the remaining probability, the same strategy j as in the last period is chosen.

It is worthwhile to point out three properties of our procedure. First, its simplicity; indeed, it is very easy to explain and to implement. It is not more involved than fictitious play (Brown [1951] and Robinson [1951]; note that in the two-person zero-sum case, our procedure also yields the minimax value). Second, the procedure is not of the "best-reply" variety (such as fictitious play, smooth fictitious play [Fudenberg and Levine, 1995, 1996] or calibrated learning [Foster and Vohra, 1996]; see Section 5 for further details). Players do not choose only their "best" actions, nor do they give probability close to 1 to these choices. Instead, all "better" actions may be chosen, with probabilities that are proportional to the apparent gains, as measured by the regrets; the procedure could thus be called "regret-matching." And third, there is "inertia." The strategy played in the last period matters: There is always a positive probability of continuing to play this strategy and, moreover, changes from it occur only if there is reason to do so.

At this point a question may arise: Can one actually reach the smaller set of Nash equilibria? The answer is definitely no. On the one hand, in ours, as in most other procedures, there is a natural coordination device: the common history, observed by all players. It is thus very reasonable to expect that, at the end, independence among the players will not obtain. On the other hand, the set of Nash equilibria is a mathematically complex set (a set of fixed-points; by comparison, the set of correlated equilibria is a convex polytope), and simple adaptive procedures cannot be expected to guarantee the global convergence to such a set.

After this introductory section, in Section 2 we present the model, describe the adaptive procedure, and state our result (the Main Theorem). Section 3 is devoted to a "stylized variation" of the procedure of Section 2. It is a variation that lends itself to a very direct proof, based on 4 Blackwell’s [1956a] Approachability Theorem. This is a new instrument in this field, which may well turn out to be widely applicable.

In Section 4 we consider the case where players do not know the game ---------- neither their own payoff matrix nor the other players’ payoff matrices. Each player observes (and remembers) only his own realized past actions and payoffs. The play (and the payoffs) of the other players are not observed. 5 We present a modification in this setup of the adaptive procedure of Section 2. Again, the dynamics leads to the set of correlated equilibria.

Section 5 contains a discussion of the literature, together with a number of relevant issues. The proof of the Main Theorem is relegated to Appendix 1, and the proof of the results for the unknown game case, to Appendix 2.

2. The Model and Main Result i i Let Γ = (Ν, (Σ ) , (υ ) ) βε αν Ν−περσον ϕινιτε γαμε ιν στρατεγιχ ι∈Ν ι∈Ν ι

(νορμαλ) ϕορμ: N is the set of players,S is the set of strategiesof player

       i i i
i,and u : p S -----L R is player i’s payoff function. All sets N and S are

i∈Ν ι ασσυμεδ το βε ϕινιτε. Δενοτε βψ Σ := p S the set of N-tuples of i∈Ν ι ----- i strategies; the generic member of S is s = (s ) , and s denotes the i∈Ν -------------------------------------------------------- 4 See Mertens, Sorin and Zamir [1995, Theorem 4.3] for a concise proof. 5 The modification is based on a suggestion of Dean Foster; see Foster and Vohra [1993] and Auer et al. [1995].

----- i i′ στρατεγψ χομβινατιον οϕ αλλ πλαψερσ εξχεπτ ι, ι.ε., σ = (σ ) . Ωε ϕοχυσ ι′≠ι αττεντιον ον τηε ϕολλοωινγ σολυτιον χονχεπτ:

Δεϕινιτιον: Α προβαβιλιτψ διστριβυτιον ψ ον Σ ισ α χορρελατεδ ι ι 6 εθυιλιβριυμ οϕ Γ ιϕ, ϕορ εϖερψ ι ∈ Ν, εϖερψ φ ∈ Σ ανδ εϖερψ κ ∈ Σ ωε ηαϖε: q e s 2 i ----- i i 2 ψ(σ) 2u (k,s ) -----u (s)2 ≤ 0.

t 2 2 z c i s∈Σ:σ =φ Ιϕ ιν τηε αβοϖε ινεθυαλιτψ ωε ρεπλαχε 0τηε ριγητ−ηανδ σιδε βψ αν ε > 0, τηεν ωε οβταιν τηε χονχεπτ οϕ α χορρελατεδ ε−εθυιλιβριυμ.

Νοτε τηατ εϖερψ Ναση εθυιλιβριυμ ισ α χορρελατεδ εθυιλιβριυμ. Ινδεεδ, Ναση εθυιλιβρια χορρεσπονδ το τηε σπεχιαλ χασε ωηερε ψ ισ α προδυχτ μεασυρε, τηατ ισ, τηε πλαψ οϕ τηε διϕϕερεντ πλαψερσ ισ ινδεπενδεντ. Αλσο, τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια ισ νον−εμπτψ, χλοσεδ ανδ χονϖεξ, ανδ εϖεν ιν σιμπλε γαμεσ (ε.γ., ∀χηιχκεν∀) ιτ μαψ ινχλυδε διστριβυτιονσ τηατ αρε νοτ ιν τηε χονϖεξ ηυλλ οϕ τηε Ναση εθυιλιβριυμ διστριβυτιονσ. Συπποσε νοω τηατ τηε γαμε gΓ ισ πλαψεδ ρεπεατεδλψ τηρουγη τιμε: τ = 1, τ τ 2, ... . Ατ τιμε τ+1, γιϖεν α ηιστορψ οϕ πλαψ η = (σ ) ∈ p S, we t τ τ=1 τ=1 ι ι ποστυλατε τηατ εαχη πλαψερ ι ∈ Ν χηοοσεσ σ ∈ Σ αχχορδινγ το α προβαβιλιτψ τ+1 ι ι 7 διστριβυτιον π ∈ Δ(Σ) ωηιχη ισ δεϕινεδ ασ ϕολλοωσ: Φορ εϖερψ τωο τ+1 ι διϕϕερεντ στρατεγιεσ φ, κ ∈ Σ οϕ πλαψερ ι, συπποσε ι ωερε το ρεπλαχε στρατεγψ φ, εϖερψ τιμε τηατ ιτ ωασ πλαψεδ ιν τηε παστ, βψ στρατεγψ κ; ηισ παψοϕϕ ατ τιμε τ, ϕορ τ ≤ τ, ωουλδ τηεν βεχομε

-------------------------------------------------------- 6 We write ∑ ϕορ τηε συμ οϖερ αλλ Ν−τυπλεσ σ ιν Σ ωηοσε ι−τη ι σ∈Σ:σ =φ ι χοορδινατε σ εθυαλσ φ. 7 Ωε ωριτε Δ(Θ) ϕορ τηε σετ οϕ προβαβιλιτψ διστριβυτιονσ οϖερ α ϕινιτε σετ Θ.

( 2 i ----- i i 2 u (k,s ), if s = j, 2 τ τ ιΩ (φ,κ) := { (2.1a) τ 2 i

2 u (s ), otherwise. 2 τ 9 The resulting difference in i’s average payoff up to time t is then t t i 1 s i 1 s i D (j,k) := ----- W (j,k) - ----- u (s ), (2.1b) t t t τ τ t τ τ=1 τ=1 q e 1 s 2 i ----- i i 2 = ----- 2u (k,s ) -----u (s )2.

t t 2 τ τ 2 z c i τ≤τ:σ =φτ Φιναλλψ, δενοτε ι ι + ι Ρ (φ,κ) := [Δ (φ,κ)] ≡ μαξ {Δ (φ,κ), 0}. (2.1χ) τ τ τ ι Τηε εξπρεσσιον Ρ (φ,κ) ηασ α χλεαρ ιντερπρετατιον ασ α μεασυρε οϕ τηε τ (αϖεραγε) ∀ρεγρετ∀ ατ περιοδ τ ϕορ νοτ ηαϖινγ πλαψεδ, εϖερψ τιμε τηατ φ ωασ πλαψεδ ιν τηε παστ, τηε διϕϕερεντ στρατεγψ κ. ι 8 Φιξ μ > 0 το βε α λαργε ενουγη νυμβερ. Λετ φ ∈ Σ βε τηε στρατεγψ λαστ ι χηοσεν βψ πλαψερ ι, ι.ε., φ = σ . Τηεν δεϕινε τηε προβαβιλιτψ διστριβυτιον τ ι ι π ∈ Δ(Σ) υσεδ βψ ι ατ τιμε τ+1 ασ τ+1 ( 2 i 1 i 2 p (k) := ------R (j,k), for all k ≠ φ, 2 t+1 μ τ 2 { (2.2) 2 i s i 2 p (j) := 1 ----- p (k), 2 t+1 t t+1 2 i 2 k∈Σ :κ≠φ 9 -------------------------------------------------------- 8 The parameter μ ισ ϕιξεδ τηρουγηουτ τηε προχεδυρε (ινδεπενδεντ οϕ τιμε ανδ ι ι ηιστορψ). Ιτ συϕϕιχεσ το τακε μ σο τηατ μ > 2 Μ (μ -----1) for all i ∈ Ν, ι ι ι ωηερε Μ ισ αν υππερ βουνδ ϕορ 2u (⋅)2 and m is the number of strategies of player i. Even better, we could let μ σατισϕψ

ι ι ----- i i ----- i i ----- i ----- i μ > (μ -----1) 2u (k,s ) -----u (j,s )2 for all j, k ∈ Σ , αλλ σ ∈ Σ ανδ αλλ ι ι ∈ Ν (ανδ μορεοϖερ ωε χουλδ υσε α διϕϕερεντ μ ϕορ εαχη πλαψερ ι).

ι Νοτε τηατ τηε χηοιχε οϕ μ γυαραντεεσ τηατ π (φ) > 0; τηατ ισ, τηερε ισ τ+1 αλωαψσ α ποσιτιϖε προβαβιλιτψ οϕ πλαψινγ τηε σαμε στρατεγψ ασ ιν τηε πρεϖιουσ ι ι 9 περιοδ. Τηε πλαψ π ∈ Δ(Σ) ατ τηε ινιτιαλ περιοδ ισ χηοσεν αρβιτραριλψ. 1 Τηε προβαβιλιτιεσ οϕ χηοοσινγ τηε διϕϕερεντ στρατεγιεσ αρε τηυσ προπορτιοναλ το τηε ρεγρετσ ρελατιϖε το τηε λαστ περιοδ στρατεγψ. Τηε ϕαχτορ οϕ προπορτιοναλιτψ ισ χονσταντ. Νοτε ιν παρτιχυλαρ τηατ, ιϕ τηε ρεγρετσ αρε σμαλλ, τηεν τηε προβαβιλιτψ οϕ σωιτχηινγ ϕρομ πρεϖιουσ πλαψ ισ αλσο σμαλλ. Φορ εϖερψ τ, λετ ζ ∈ Δ(Σ) βε τηε εμπιριχαλ διστριβυτιον οϕ τηε Ν−τυπλεσ τ 10 οϕ στρατεγιεσ πλαψεδ υπ το τιμε τ. Τηατ ισ, ϕορ εϖερψ σ ∈ Σ, 1 ζ (σ) := -----2{τ ≤ τ : σ = σ}2 (2.3) t t τ ισ τηε ρελατιϖε ϕρεθυενχψ τηατ τηε Ν−τυπλε σ ηασ βεεν πλαψεδ ιν τηε ϕιρστ τ περιοδσ. Ωε χαν νοω στατε ουρ μαιν ρεσυλτ.

Μαιν Τηεορεμ: Ιϕ εϖερψ πλαψερ πλαψσ αχχορδινγ το τηε αδαπτιϖε προχεδυρε (2.2), τηεν τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ οϕ πλαψ ζ χονϖεργε αλμοστ συρελψ ασ τ -----L ∞ το τηε σετ οϕ τ χορρελατεδ εθυιλιβριυμ διστριβυτιονσ οϕ τηε γαμε Γ.

Νοτε τηατ χονϖεργενχε το τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια δοεσ νοτ ιμπλψ τηατ τηε σεθυενχε ζ χονϖεργεσ το α ποιντ. Τηε Μαιν Τηεορεμ ασσερτσ τηατ τηε τ ϕολλοωινγ στατεμεντ ηολδσ ωιτη προβαβιλιτψ ονε: Φορ ανψ ε > 0 τηερε ισ Τ = Τ (ε) συχη τηατ ϕορ αλλ τ > Τ ωε χαν ϕινδ α χορρελατεδ εθυιλιβριυμ 0 0 0 διστριβυτιον ψ ατ α διστανχε λεσσ τηαν ε ϕρομ ζ . (Νοτε τηατ τηισ Τ δεπενδσ τ τ 0 -------------------------------------------------------- 9 Actually, the procedure could start with any finite number of periods where the play is arbitrary. 10We write 2Q2 for the number of elements of a finite set Q.

on the history; it is an "a.s. finite stopping time.") That is, the Main Theorem says that, with probability one, for any ε > 0, τηε (ρανδομ) τραφεχτορψ (ζ , ζ , ..., ζ , ...) εντερσ ανδ τηεν σταψσ ϕορεϖερ ιν τηε 1 2 τ ε−νειγηβορηοοδ ιν Δ(Σ) οϕ τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια. Πυτ διϕϕερεντλψ: Γιϖεν ανψ ε > 0, τηερε εξιστσ α χονσταντ (ι.ε., ινδεπενδεντ οϕ ηιστορψ) τ =0 τ (ε) συχη τηατ, ωιτη προβαβιλιτψ ατ λεαστ 1----- ε, τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ ζ 0 τ ϕορ αλλ τ > τ αρε ιν τηε ε−νειγηβορηοοδ οϕ τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια. 0 Φιναλλψ, λετ υσ νοτε τηατ βεχαυσε τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβριυμ ισ νον− εμπτψ ανδ χομπαχτ, τηε στατεμεντ ∀τηε τραφεχτορψ (ζ ) χονϖεργεσ το τηε σετ οϕ τ χορρελατεδ εθυιλιβρια∀ ισ εθυιϖαλεντ το τηε στατεμεντ ∀τηε τραφεχτορψ (ζ ) ιστ συχη τηατ ϕορ ανψ ε > 0 τηερε ισ Τ = Τ (ε) ωιτη τηε προπερτψ τηατ ζ ισ α 1 1 τ χορρελατεδ ε−εθυιλιβριυμ ϕορ αλλ τ > Τ .∀1 Ωε χονχλυδε τηισ σεχτιον ωιτη α ϕεω χομμεντσ (σεε αλσο Σεχτιον 5): (1) Ουρ αδαπτιϖε προχεδυρε (2.2) ρεθυιρεσ πλαψερ ι το κνοω ηισ οων παψοϕϕ ματριξ (βυτ νοτ τηοσε οϕ τηε οτηερ πλαψερσ) ανδ, ατ τιμε τ+1, τηε ηιστορψ η ; αχτυαλλψ, τηε εμπιριχαλ διστριβυτιον ζ οϕ (σ , σ , ..., σ ) τ τ 1 2 τ ι ι συϕϕιχεσ. Χομπυτατιονωισε, πλαψερ ι νεεδσ το κεεπ ρεχορδ οϕ τηε μ (μ -----1) i i numbers D (j,k) for all j ≠ κ ιν Σ (ανδ υπδατε τηεμ εϖερψ περιοδ). τ (2) Ατ εϖερψ περιοδ τηε αδαπτιϖε προχεδυρε τηατ ωε προποσε ρανδομιζεσ ονλψ οϖερ τηε στρατεγιεσ ωηιχη εξηιβιτ ποσιτιϖε ρεγρετ ρελατιϖε το τηε μοστ ρεχεντλψ πλαψεδ στρατεγψ. Σομε στρατεγιεσ μαψ, τηερεϕορε, ρεχειϖε ζερο προβαβιλιτψ. Συπποσε τηατ ωε ωερε το αλλοω ϕορ τρεμβλεσ. Σπεχιϕιχαλλψ, συπποσε τηατ ατ εϖερψ περιοδ ωε πυτ α δ > 0 προβαβιλιτψ ον τηε υνιϕορμ τρεμβλε ι (εαχη στρατεγψ ισ τηυσ πλαψεδ ωιτη προβαβιλιτψ ατ λεαστ δ/μ ). Τηε ρεσυλτ στιλλ ηολδσ ωιτη τηε ϕολλοωινγ τωο μοδιϕιχατιονσ: Φιρστ, τηε εμπιριχαλ διστριβυτιον ζ χονϖεργεσ το τηε σετ οϕ χορρελατεδ ε−εθυιλιβρια (οϕ χουρσε, ε τ δεπενδσ ον δ, ανδ ιτ γοεσ το ζερο ασ δ γοεσ το ζερο); ανδ σεχονδ, τηε χονϖεργενχε οϕ τηε διστανχε ισ ονλψ ιν προβαβιλιτψ (ρατηερ τηαν αλμοστ συρελψ). Τηυσ, υνλικε μοστ αδαπτιϖε προχεδυρεσ, ουρσ δοεσ νοτ ρελψ ον τρεμβλεσ (ωηιχη αρε υσυαλλψ νεεδεδ, τεχηνιχαλλψ, το γετ τηε ∀εργοδιχιτψ∀ προπερτιεσ); μορεοϖερ, ουρ ρεσυλτ ισ ροβυστ ωιτη ρεσπεχτ το τρεμβλεσ. 11 (3) Ουρ αδαπτιϖε προχεδυρε δεπενδσ ονλψ ον ονε παραμετερ, μ. Τηισ μαψ βε ϖιεωεδ ασ αν ∀ινερτια∀ παραμετερ (σεε αλσο (γ) ανδ (η) ιν Σεχτιον 5): Α ηιγηερ μ ψιελδσ σμαλλερ προβαβιλιτιεσ οϕ σωιτχηινγ. Τηε χονϖεργενχε το τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια ισ αλωαψσ γυαραντεεδ (ϕορ λαργε ενουγη μ; σεε Φοοτνοτε 8), βυτ τηε σπεεδ οϕ χονϖεργενχε χηανγεσ ωιτη μ. (4) Ωε κνοω λιττλε αβουτ αδδιτιοναλ χονϖεργενχε προπερτιεσ ϕορ ζ . Ιττ ισ εασψ το σεε τηατ τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ ζ ειτηερ χονϖεργε το α Ναση τ εθυιλιβριυμ ιν πυρε στρατεγιεσ, ορ μυστ βε ινϕινιτελψ οϕτεν ουτσιδε τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια (βεχαυσε, ιϕ ζ ισ α χορρελατεδ εθυιλιβριυμ ϕρομ σομε τ 12 τιμε ον, τηεν αλλ ρεγρετσ αρε 0, ανδ τηε πλαψ δοεσ νοτ χηανγε). Τηισ ιμπλιεσ, ιν παρτιχυλαρ, τηατ ιντεριορ (ρελατιϖε το Δ(Σ)) ποιντσ οϕ τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια ωηιχη αρε νοτ πυρε Ναση εθυιλιβρια αρε υνρεαχηαβλε ασ τηε λιμιτ οϕ σομε ζ (βυτ ιτ ισ ποσσιβλε τηατ τηεψ αρε ρεαχηαβλε ασ λιμιτσ οϕ τ α συβσεθυενχε οϕ ζ ).τ (5) Τηερε αρε οτηερ προχεδυρεσ ενφοψινγ χονϖεργενχε προπερτιεσ σιμιλαρ το ουρσ: τηε προχεδυρεσ οϕ Φοστερ ανδ ςοηρα [1996], οϕ Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε [1996], ανδ οϕ Τηεορεμ Α ιν Σεχτιον 3 βελοω; σεε τηε δισχυσσιον ιν Σεχτιον 5. Τηε δελιμιτατιον οϕ γενεραλ χλασσεσ οϕ προχεδυρεσ χονϖεργινγ το χορρελατεδ εθυιλιβρια σεεμσ, τηερεϕορε, αν ιντερεστινγ ρεσεαρχη προβλεμ.

-------------------------------------------------------- 11Using a parameter μ (ρατηερ τηαν α ϕιξεδ νορμαλιζατιον οϕ τηε παψοϕϕσ) ωασ συγγεστεδ το υσ βψ Ρεινηαρδ Σελτεν. 12Σεε τηε Προποσιτιον ιν Σεχτιον 3.

3. Νο Ρεγρετ ανδ Βλαχκωελλ Αππροαχηαβιλιτψ Ιν τηισ σεχτιον (ωηιχη χαν βε ϖιεωεδ ασ α μοτιϖατιοναλ πρελιμιναρψ) ωε ωιλλ ρεπλαχε τηε αδαπτιϖε προχεδυρε οϕ Σεχτιον 2 βψ ανοτηερ προχεδυρε τηατ, ωηιλε ρελατεδ το ιτ, ισ μορε στψλιζεδ. Τηεν ωε σηαλλ αναλψζε ιτ βψ μεανσ οϕ Βλαχκωελλ∋σ [1956α] Αππροαχηαβιλιτψ Τηεορεμ, ανδ προϖε τηατ ιτ ψιελδσ χονϖεργενχε το τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια. Ιν ϕαχτ, τηε Μαιν Τηεορεμ στατεδ ιν Σεχτιον 2, ανδ ιτσ προοϕ ιν Αππενδιξ 1, ωερε ινσπιρεδ βψ χονσιδερατιον ανδ χαρεϕυλ στυδψ οϕ τηε ρεσυλτ οϕ τηισ σεχτιον. Φυρτηερμορε, τηε προχεδυρε οϕ τηισ σεχτιον ισ ιντερεστινγ ιν ιτσ οων ριγητ (σεε ϕορ ινστανχε τηε Ρεμαρκ ϕολλοωινγ τηε στατεμεντ οϕ Τηεορεμ Α). Φιξ α πλαψερ ι ανδ ρεχαλλ τηε προχεδυρε οϕ Σεχτιον 2: Ατ τιμε τ+1 τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ, ϕρομ τηε στρατεγψ πλαψεδ βψ πλαψερ ι ιν περιοδ τ το τηε στρατεγιεσ το βε πλαψεδ ατ τ+1, αρε δετερμινεδ βψ τηε στοχηαστιχ ματριξ δεϕινεδ βψ τηε σψστεμ (2.2). Χονσιδερ νοω αν ινϖαριαντ προβαβιλιτψ ϖεχτορ ι ι ι θ = (θ (φ)) ∈ Δ(Σ) ϕορ τηισ ματριξ (συχη α ϖεχτορ αλωαψσ εξιστσ). Τηατ ι τ τ φ∈Σ ι ισ, θ σατισϕιεσ τ ι s i 1 i i # s 1 i $ q (j) = q (k) ------R (k,j) + q (j) 1 ----- ------R (j,k) , t t t μ τ τ 3 t μ τ 4 k≠φ κ≠φ ι ϕορ εϖερψ φ ∈ Σ . Χολλεχτινγ τερμσ, μυλτιπλψινγ βψ μ, ανδ ϕορμαλλψ λεττινγ ιΡ (φ,φ) := 0, τηε αβοϖε εξπρεσσιον χαν βε ρεωριττεν ασ: τ s i i i s i q (k) R (k,j) = q (j) R (j,k), (3.1) t t t t t t i i k∈Σ κ∈Σ ι ϕορ εϖερψ φ ∈ Σ . Ιν τηισ σεχτιον ωε σηαλλ ασσυμε τηατ πλαψ ατ τιμε τ+1 βψ πλαψερ ι ισ ι δετερμινεδ βψ α σολυτιον θ το τηε σψστεμ οϕ εθυατιονσ (3.1); ι.ε., τ ι ι π (φ) := θ (φ). Ιν α σενσε, ωε ασσυμε τηατ πλαψερ ι ατ τιμε τ+1 γοεσ τ+1 τ ινσταντλψ το τηε ινϖαριαντ διστριβυτιον οϕ τηε στοχηαστιχ τρανσιτιον ματριξ δετερμινεδ βψ (2.2). Ωε νοω στατε τηε κεψ ρεσυλτ.

Τηεορεμ Α: Συπποσε τηατ ατ εϖερψ περιοδ τ+1 πλαψερ ι ι χηοοσεσ στρατεγιεσ αχχορδινγ το α προβαβιλιτψ ϖεχτορ θτ ι τηατ σατισϕιεσ (3.1). Τηεν πλαψερ ι∋σ ρεγρετσ Ρ (φ,κ)τ ι χονϖεργε το ζερο αλμοστ συρελψ ϕορ εϖερψ φ, κ ιν Σ ωιτη φ ≠ κ.

Ρεμαρκ: Νοτε τηατ ----------in contrast to the Main Theorem, where every player uses (2.2) ----------no assumption is made in Theorem A on how players different from i choose their strategies (except for the fact that for every t, given the history up to t, play is independent among players). In the terminology of Fudenberg and Levine [1996, 1997], the adaptive procedure of this section is "conditionally universally consistent." For an extended discussion of this issue, see (d) in Section 5.

What is the connection between regrets and correlated equilibria? It turns out that a necessary and sufficient condition for the empirical distributions to converge to the set of correlated equilibria is precisely that all regrets converge to zero. More generally:

13 Proposition: Let ε ≥ 0 ανδ λετ (σ ) βε α σεθυενχε οϕ πλαψσ τ τ=1,2,... ι (ι.ε., σ ∈ Σ ϕορ αλλ τ) συχη τηατ λιμσυπ Ρ (φ,κ) ≤ ε ϕορ εϖερψ ι ∈ Ν ανδ τ τ-----L∞ τ

-------------------------------------------------------- 13Note that both ε > 0 ανδ ε = 0 αρε ινχλυδεδ.

ι εϖερψ φ, κ ∈ Σ ωιτη φ ≠ κ. Τηεν τηε σεθυενχε οϕ εμπιριχαλ διστριβυτιονσ ζτ (δεϕινεδ βψ (2.3)) χονϖεργεσ το τηε σετ οϕ χορρελατεδ ε−εθυιλιβρια.

Προοϕ: Λετ ψ ∈ Δ(Σ) βε αν αχχυμυλατιον ποιντ οϕ τηε σεθυενχε ζ οϕτ εμπιριχαλ διστριβυτιονσ οϕ πλαψ αλονγ τηισ ηιστορψ. Χονσιδερ αν αρβιτραρψ ι πλαψερ ι ανδ αρβιτραρψ στρατεγιεσ φ ≠ κ ιν Σ . Τηεν q e i 1 s 2 i ----- i i ----- i 2 D (j,k) = ----- 2u (k,s ) -----u (j,s )2

t t t 2 τ τ 2 z c i τ≤τ:σ =φτ q e s 2 i ----- i i ----- i 2 = z (s) 2u (k,s ) -----u (j,s )2.

t t 2 2 z c i s∈Σ:σ =φ ι Τηισ βεχομεσ ≤ ε ιν τηε λιμιτ (ιτ ισ βουνδεδ αβοϖε βψ Ρ (φ,κ)). Τακινγ τηε τ λιμιτ ον τηε συβσεθυενχε ωηερε τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ ζ χονϖεργε το ψ τ ψιελδσ: q e s 2 i ----- i i ----- i 2 ψ(σ) 2u (k,s ) -----u (j,s )2 ≤ ε.

t 2 2 z c i s∈Σ:σ =φ Σο ψ ∈ Δ(Σ) χονστιτυτεσ α χορρελατεδ ε−εθυιλιβριυμ. 44444

Theorem A and the Proposition (for ε = 0) ιμμεδιατελψ ιμπλψ

Χορολλαρψ: Συπποσε τηατ ατ εαχη περιοδ τ+1 εϖερψ πλαψερ ι ι χηοοσεσ στρατεγιεσ αχχορδινγ το α προβαβιλιτψ ϖεχτορ θτ τηατ σατισϕιεσ (3.1). Τηεν τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ οϕ πλαψ ζ χονϖεργε αλμοστ συρελψ ασ τ -----L ∞ το τηε σετ οϕ τ χορρελατεδ εθυιλιβρια οϕ τηε γαμε Γ.

Βεϕορε αδδρεσσινγ τηε ϕορμαλ προοϕ οϕ Τηεορεμ Α ωε σηαλλ μακε α βριεϕ πρεσεντατιον οϕ Βλαχκωελλ∋σ Αππροαχηαβιλιτψ Τηεορεμ (ορ, ρατηερ, τηατ παρτ οϕ ιτ τηατ ισ ρελεϖαντ ηερε). Τηε βασιχ σετυπ χοντεμπλατεσ α δεχισιον−μακερ ι ωιτη α (ϕινιτε) αχτιον σετ ιΣ . Φορ α ϕινιτε ινδεξινγ σετ Λ, τηε δεχισιον−μακερ ρεχειϖεσ αν ι ----- i L 1L1-dimensional vector payoff v(s ,s ) ∈ R that depends on his action i i ----- i ----- i s ∈ Σ ανδ ον σομε εξτερναλ αχτιον σ βελονγινγ το α σετ Σ . Τηε δεχισιον ι ----- i i -i problem is repeated through time; let s = (s ,s ) ∈ Σ × Σ δενοτε τηε τ τ τ χηοιχεσ ατ τιμε τ. Τηε θυεστιον ισ ωηετηερ τηε δεχισιον−μακερ ι χαν γυαραντεε τηατ τηε τιμε αϖεραγε οϕ τηε ϖεχτορ παψοϕϕσ, ναμελψ (1/τ) ∑ ϖ(σ ) ≡τ≤τ τ ι ----- i L (1/t) ∑ ϖ(σ ,σ ), αππροαχη α πρε−δετερμινεδ σετ (ιν R ). τ≤τ τ τ (===================================================================================== ) 2Figure 1 about here2 9===================================================================================== 0 L Let C be a non-empty, closed and convex subset of R . For every point L D ∈ R , D ∉ Χ, δενοτε βψ Φ(Δ) ∈ Χ τηε ∀ϕοοτ∀ οϕ Δ ιν Χ, τηατ ισ, τηε (υνιθυε) ϖεχτορ ιν Χ χλοσεστ το Δ ιν τηε Ευχλιδεαν διστανχε. Συπποσε ιτ το βε τηε χασε τηατ ϕορ εϖερψ Δ ∉ Χ τηε δεχισιον−μακερ ι χουλδ ρεσορτ το α μιξεδ στρατεγψ (οϕ ι τηε ονε−σηοτ δεχισιον προβλεμ) θ(Δ) ∈ Δ(Σ), ηαϖινγ τηε ϕολλοωινγ προπερτψ: ----- i ----- i For all s in S , the expected one-shot payoff will be, relative to the hyperplane through F(D) with normal D -----F(D), on the same side as C (i.e., in 14 the half-space H ----------see Figure 1). Formally, q(D) satisfies

# s i i ----- i $ # $ [q(D)](s ) v(s ,s ) -----F(D) • Δ -----F(D) ≤ 0, (3.2) 3 t 4 3 4 i i s ∈Σ

-------------------------------------------------------- 14For two vectors x and y, their scalar product is denoted x • ψ. Ωε ωριτε ι ι [θ(Δ)](σ ) ϕορ τηε σ −χοορδινατε οϕ θ(Δ), ι.ε., τηε προβαβιλιτψ γιϖεν βψ τηε ι μιξεδ στρατεγψ θ(Δ) το σ .

----- i ----- i for every s ∈ Σ . Τηισ ισ χαλλεδ τηε Βλαχκωελλ χονδιτιον. Βλαχκωελλ∋σ Αππροαχηαβιλιτψ Τηεορεμ τηεν τελλσ υσ τηατ ιϕ ατ εϖερψ τ+1 τηε δεχισιον μακερ 15 ι ρανδομιζεσ αμονγ ηισ στρατεγιεσ αχχορδινγ το θ(Δ ), ϕορ Δ := τ τ (1/τ) ∑ ϖ(σ ), ιτ ϕολλοωσ τηατ τηε αϖεραγε παψοϕϕ ϖεχτορ Δ ωιλλ αππροαχη τ≤τ τ τ τηε σετ Χ ωιτη προβαβιλιτψ ονε. Φιγυρε 2 συγγεστσ ωηψ τηισ ισ σο: Ιϕ 16 χονδιτιον (3.2) ισ σατισϕιεδ ανδ τ ισ λαργε τηεν τ 1 ι ----- i E[D 1h ] = --------------D + --------------E[v(s ,s )]

t+1 t t+1 t t+1 t+1 t+1

will be inside the circle of center F(D ) and radius ND -----F(D )N. Hence t t t

("dist" denotes Euclidean distance)

dist(E[D 1h ], C) ≤ NE[D 1h ] -----F(D )N

t+1 t t+1 t t

< ND -----F(D )N = dist(D , C) t t t

(the first inequality follows from the fact that F(D ) is in C). A precise t computation shows that the distance not only decreases, but actually goes to 17 zero.

(===================================================================================== ) 2Figure 2 about here2 9===================================================================================== 0

Proof of Theorem A: As mentioned, the proof of this Theorem consists of

an application of Blackwell’s Approachability Theorem. Let i i L := {(j,k) ∈ Σ × Σ : φ ≠ κ},

-------------------------------------------------------- 15If D ∈ Χ, ανψ χηοιχε ατ τιμε τ+1 ωιλλ δο. τ 16Ωε ωριτε Ε[⋅1h] for the conditional expectation given the history h up to t t time t. 17Note that one looks here at expected average payoffs; the Law of Large

Numbers (for dependent random variables ----------ee.g., see Lo„ve [1978, 32.1.E]) implies that the actual average payoffs also converge to the set C.

i ----- i L and define the vector payoff v(s ,s ) ∈ R by letting its (j,k) ∈ Λ χοορδινατε βε: ( 2 i ----- i ----- i i 2 u (k,s ) -----u(j,s ), if s = j, i ----- i [v(s ,s )](j,k) := { 2 0, otherwise. 9 L L Let C be the non-positive orthant R := {x ∈ R : x ≤ 0} (τηισ ισ α νον− ------- L + empty, closed, convex subset of R ). For any vector D ∉ Χ, λετ Ρ := [Δ] βε ιτσ ποσιτιϖε παρτ (τηατ ισ, Ρ(φ,κ) = μαξ {Δ(φ,κ), 0} ϕορ αλλ φ ≠ κ) ανδ ι συπποσε τηατ θ(Δ) ∈ Δ(Σ) ισ αν ινϖαριαντ ϖεχτορ ϕορ τηε νον−νεγατιϖε ματριξ Ρ; αγαιν, πυτ ϕορμαλλψ Ρ(φ,φ) = 0 (συχη α θ(Δ) αλωαψσ εξιστσ). Τηατ ισ, θ(Δ) σατισϕιεσ s s [q(D)](k) R(k,j) = [q(D)](j) R(j,k), (3.3) t t i i k∈Σ κ∈Σ ι ϕορ εϖερψ φ ∈ Σ .

(===================================================================================== ) 2Figure 3 about here2 9===================================================================================== 0

We proceed to show that the probability vectors q(D) satisfy Blackwell’s L condition (3.2) for the set C = R . Note first that, for any D ∉ Χ, ωε ηαϖε ----- + ----- i ----- i D -----F(D) = [D] = R; see Figure 3. Then, for any s ∈ Σ , τηε εξπρεσσιον ιν χονδιτιον (3.2) τακεσ τηε ϕορμ s s i i ----- i [q(D)](s ) [v(s ,s )](j,k) R(j,k) ≤ 0. t t i i (j,k)∈Λ σ ∈Σ Τηατ ισ, q e s 2 i ----- i i ----- i 2

[q(D)](j) 2u (k,s ) -----u (j,s )2 R(j,k) ≤ 0. (3.4) t 2 2 z c (j,k)∈Λ

Αϕτερ χολλεχτινγ τερμσ, τηε λεϕτ−ηανδ σιδε οϕ (3.4) χαν βε ωριττεν ασ s i ----- i α(φ) υ (φ,σ ), (3.5α) t i j∈Σ ωηερε s s α(φ) := [θ(Δ)](κ) Ρ(κ,φ) -----[q(D)](j) R(j,k). (3.5b) t t i i k∈Σ κ∈Σ ι Βψ (3.3) ιτ ϕολλοωσ τηατ α(φ) = 0 ϕορ αλλ φ ∈ Σ ανδ σο ινεθυαλιτψ (3.4) ηολδσ ----- i ----- i 18 true (as an equality ) for all s ∈ Σ . Τηυσ Βλαχκωελλ∋σ χονδιτιον (3.2) ισ ι σατισϕιεδ. Βεχαυσε, ϕορ αλλ τ+1, τηε μιξεδ στρατεγψ π πλαψεδ βψ πλαψερ ι τ+1 ι τ Λ ατ τ+1 ισ πρεχισελψ θ(Δ ), ιτ ϕολλοωσ τηατ (1/τ) ∑ ϖ(σ ) αππροαχηεσ Χ = R t τ=1 τ ----- i t a.s.; that is, R (j,k) = max {(1/t) ∑ [ϖ(σ )](φ,κ), 0} γοεσ το ζερο α.σ., τ τ=1 τ ϕορ εϖερψ φ ≠ κ. 44444

Remark: Blackwell’s Approachability Theorem also provides bounds on the

speed of convergence. In our case, we get the following: The expectation

q6===== i E[R (j,k)] of the regrets is of the order of 1/et, and the probability that z t t ----- cT is a correlated ε−εθυιλιβριυμ ϕορ αλλ τ > Τ, ισ ατ λεαστ 1 -----ce (for an appropriate constant c > 0 depending on ε; σεε Φοστερ ανδ ςοηρα [1997, 19 Σεχτιον 2.3]). Χλεαρλψ, α βεττερ σπεεδ οϕ χονϖεργενχε ϕορ τηε εξπεχτεδ ρεγρετσ χαννοτ βε γυαραντεεδ, σινχε, ϕορ ινστανχε, ιϕ τηε οτηερ πλαψερσ πλαψ q6===== stationary mixed strategies, then the errors are of the order 1/et by the

Central Limit Theorem.

-------------------------------------------------------- 18Note that this is precisely Formula (2) in the Proof of Theorem 1 in Hart

and Schmeidler [1989]; see (i) in Section 5. 19Up to a constant factor.

4. The Case of the Unknown Game

In this section we present a variation of our basic adaptive procedure of

Section 2 that preserves the convergence property to correlated equilibria and

where players do not know the game nor do they observe the choices of the

other players. Thus, in choosing play probabilities at time t+1, each player

uses information only on his own actual past play and payoffs (and not on

possible payoffs that could have been obtained if past play had been different

from what it was).

The setup is as in Section 2. However, the information of player i at

i i i time t+1 consists just of the t numbers u (s ), u (s ), ..., u (s ) (in 1 2 t i i i addition to his t past choices s , s , ..., s ). There will be two kinds of 1 2 t

modifications on the definition of the adaptive procedure of Section 2. The

first and most significant modification concerns the definition of the regret i measures (2.1). Indeed, for each j ≠ κ ιν Σ ανδ εαχη τ, ωε υσε, ινστεαδ οϕ ι ι ----- i i D (j,k) = (1/t) ∑ ι [υ (κ,σ ) -----∑ ι υ (σ )], τηε ϕολλοωινγ: τ τ≤τ:σ =φ τ τ≤τ:σ =φ τ τ τ ιπ (φ) ι 1 # s τ ι s i $ C (j,k) := ----- ---------------------- u (s ) ----- u (s ) . (4.1a) t t 3 t i τ t τ 4 p (k) i τ ι τ≤τ:σ =κ τ≤τ:σ =φ τ τ ι Τηε προβαβιλιτιεσ π αρε δεϕινεδ ιν (4.2) βελοω. Ωε νοτε τηατ τηεψ αρε τ δετερμινεδ βψ τηε ινϕορματιον αϖαιλαβλε το πλαψερ ι ατ τιμε τ, ι.ε., βψ ι ι ι ι ι υ (σ ), ..., υ (σ ), ανδ τηυσ Χ δεπενδσ ον υ (σ ), ..., υ (σ ) ονλψ. Ωε 1 τ----- 1 t 1 t

define the "modified regrets" by

i i + i Q (j,k) := [C (j,k)] = max {C (j,k), 0}. (4.1b) t t t

That is, the modified regret for not having used k instead of j measures

now the difference (specifically, the positive part) of the average payoff

over the periods when k was used and the periods when j was used. In

addition, the payoffs of these periods are normalized in a manner that, 20 intuitively speaking, makes the length of the respective periods comparable. i We emphasize again that, in order to compute the modified regrets Q , player it i needs to know only the actual payoffs u (s ) that he received in the past. In τ ι χοντραστ, ϕορ τηε ρεγρετσ Ρ οϕ Σεχτιον 2, ηε νεεδσ ιν αδδιτιον το κνοω ωηατ τ ----- i the other players chose (i.e., s ), as well as what his payoff would have τ ι ----- i been had he played differently than he actually did (i.e., u (k,s )) ----------whichτ ι ρεθυιρεσ κνοωινγ τηε παψοϕϕ ματριξ υ . Τηε σεχονδ κινδ οϕ μοδιϕιχατιον χονχερνσ τηε δεϕινιτιον οϕ τηε πλαψ προβαβιλιτιεσ. Ωε μακε τωο χηανγεσ. Φιρστ, ωε νεεδ το γυαραντεε τηατ τηε συμ οϕ τηε προποσεδ προβαβιλιτιεσ δοεσ νοτ εξχεεδ ονε; μυλτιπλψινγ τηε (μοδιϕιεδ) ρεγρετσ βψ α ϕαχτορ 1/μ, ωηιχη ωε στιλλ δο, δοεσ νοτ συϕϕιχε βεχαυσε νοω 21 ρεγρετσ αρε νοτ βουνδεδ. Σεχονδ, ωε νεεδ εϖερψ στρατεγψ το βε πλαψεδ ωιτη σομε μινιμαλ ϕρεθυενχψ. Τηυσ ωε σηαλλ ρεθυιρε τηατ τηε τρανσιτιονσ ∀τρεμβλε∀ οϖερ εϖερψ στρατεγψ. Λετ μ > 0 βε α συϕϕιχιεντλψ λαργε νυμβερ; ασ ιν Σεχτιον 2, ιτ συϕϕιχεσ ι ι ι ι το τακε μ σο τηατ μ > 2 Μ (μ ----- 1) for all i, where m = 2S 2 is the

-------------------------------------------------------- 20For instance, if k is chosen with a probability that is always twice the probability that j is chosen, then, in the long run, there will be roughly twice as many periods when k was played than when j was played. So, in order to compare the sum of the payoffs over the periods when j was played with the parallel sum when k was played, one needs to multiply the k-sum by 1/2. When the probabilities change over time, the formula in (4.1a) makes the correct normalization (see Steps B10(i) and B16 in the Proof of Theorem B in Appendix 2). 21Notice that here there is no a priori lower bound on the probabilities appearing in the denominators.

i i i cardinality of the set S , and M is an upper bound on 2u (s)2 for all s ∈ Σ. Λετ 0 < δ < 1, ανδ δεϕινε τηε πλαψ προβαβιλιτιεσ οϕ πλαψερ ι ατ τιμε τ+1 βψ ( 2 i 1 i 1 1 2 p (k) := (1----- δ) μιν{------Q (j,k), --------------------- } + δ ----------- , for k ≠ φ; 2 t+1 μ τ ι ι 2 m ----- 1 m 2 { (4.2) 2 i s i 2 p (j) := 1 ----- p (k), 2 t+1 t t+1 2 i 2 k∈Σ :κ≠φ 9 i where j := s is the choice of i in (the previous) period t. Note that t i i i i p (j) may be rewritten as (1----- δ) [1 -----∑ μιν{Θ (φ,κ)/μ, 1/(μ ----- 1)}] + δ/μ . τ+1 κ≠φ τ Ασ ϕορ τηε ϕιρστ περιοδ, τηε πλαψ προβαβιλιτιεσ ατ τ = 1 αρε γιϖεν βψ αν ι ι αρβιτραρψ στριχτλψ ποσιτιϖε ϖεχτορ π ∈ Δ(Σ); ϕορ σιμπλιχιτψ, ασσυμε τηατ 1 ι ι ι π (φ) ≥ δ/μ ϕορ αλλ φ ιν Σ . 1 ι Φορμυλα (4.2) σαψσ τηατ π ισ α ωειγητεδ αϖεραγε οϕ τωο προβαβιλιτψ τ+1 ϖεχτορσ. Τηε ϕιρστ, ωιτη ωειγητ 1----- δ, ισ γιϖεν βψ τηε μοδιϕιεδ ρεγρετσ ιν α ι μαννερ σιμιλαρ το (2.2) (τηε μινιμυμ ωιτη 1/(μ ----- 1) guarantees that the resulting sum does not exceed 1). The second term, with weight δ, ισ φυστ τηε ι ι ι υνιϕορμ διστριβυτιον οϖερ Σ : Εαχη κ ∈ Σ ηασ εθυαλ προβαβιλιτψ 1/μ . Τηισ ∀υνιϕορμ τρεμβλε∀ γυαραντεεσ τηατ αλλ προβαβιλιτιεσ ατ τιμε τ+1 αρε ατ λεαστ ι δ/μ > 0. Τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ οϕ πλαψ υπ το τ αρε δενοτεδ, ασ ιν Σεχτιον 2, βψ ζ ∈ Δ(Σ) (σεε (2.3)). Ουρ ρεσυλτ ισ τ

Τηεορεμ Β: Φορ εϖερψ ε > 0 τηερε ισ α δ ≡ δ (ε) > 0 συχη 0 0 τηατ ϕορ αλλ δ < δ , ιϕ εϖερψ πλαψερ ι πλαψσ αχχορδινγ το 0 τηε αδαπτιϖε προχεδυρε (4.2), τηεν τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ οϕ πλαψ ζ χονϖεργε ιν προβαβιλιτψ το τηε τ σετ οϕ χορρελατεδ ε−εθυιλιβρια οϕ τηε γαμε Γ.

Τηυσ τηε προβαβιλιτψ τηατ ζ ισ α χορρελατεδ 2ε−εθυιλιβριυμ χονϖεργεσ το τ 1 ασ τ γοεσ το ινϕινιτψ. Ασ ιν τηε Μαιν Τηεορεμ, βοτη μ ανδ δ μαψ βε τακεν το διϕϕερ ϕορ διϕϕερεντ πλαψερσ. Το οβταιν ιν τηε λιμιτ χορρελατεδ εθυιλιβρια ----------rather than correlated approximate equilibria ----------we need δ το δεχρεασε το 0 ασ τ ινχρεασεσ. Α σιμπλε ----- γ ωαψ το δο τηισ ισ το ρεπλαχε δ ιν (4.2) βψ δ τ , ωηερε γ ισ α νυμβερ στριχτλψ βετωεεν 0 ανδ 1/3. Τηυσ, ωε νοω δεϕινε ( 2 i ----- γ 1 ι 1 ----- γ 1 2 p (k) := (1 -----δ τ ) μιν{------Q (j,k), --------------------- } + δ τ ----------- , for k ≠ φ; 2 t+1 μ τ ι ι 2 m ----- 1 m 2 { (4.3) 2 i s i 2 p (j) := 1 ----- p (k), 2 t+1 t t+1 2 i 2 k∈Σ :κ≠φ 9 i i where, again, j := s is the choice of i in period t. At t = 1, let p be an t 1 i i i i arbitrary vector in Δ(Σ) ωιτη π (φ) ≥ δ/μ ϕορ αλλ φ ιν Σ . Ωε ηαϖε 1

Τηεορεμ Β∋: Ιϕ εϖερψ πλαψερ ι πλαψσ αχχορδινγ το τηε αδαπτιϖε προχεδυρε (4.3), τηεν τηε εμπιριχαλ διστριβυτιονσ οϕ πλαψ ζ χονϖεργε αλμοστ συρελψ ασ τ -----L ∞ το τηε σετ οϕ τ χορρελατεδ εθυιλιβρια οϕ τηε γαμε Γ.

----- γ Ωε ηαϖε χηοσεν τηε παρτιχυλαρ τψπε οϕ σεθυενχε δ := δ τ ϕορ σιμπλιχιτψ τ ανδ χονϖενιενχε ονλψ. Ωηατ ματτερσ ισ, ον τηε ονε ηανδ, τηατ δ χονϖεργε τοτ 0. Ον τηε οτηερ ηανδ, ιτ σηουλδ δο σο συϕϕιχιεντλψ σλοωλψ (οτηερωισε τηε ι ι μοδιϕιεδ ρεγρετσ Χ μαψ βεχομε τοο λαργε; ρεχαλλ τηατ τηε προβαβιλιτιεσ π , τ τ ι ωηιχη αρε βουνδεδ ϕρομ βελοω βψ δ /μ , αππεαρ ιν τηε δενομινατορσ). Τηισ τ----- 1 explains the need for an upper bound on γ (ιτ τυρνσ ουτ τηατ γ < 1/3 συϕϕιχεσ;

τηε ρεαδερ σηουλδ χονσυλτ τηε προοϕ ιν Αππενδιξ 2). Μορεοϖερ, ωε νοτε τηατ ι ονε μαψ ωελλ τακε διϕϕερεντ σεθυενχεσ δ ϕορ διϕϕερεντ πλαψερσ ι (σεε τηε τ Ρεμαρκ ατ τηε ενδ οϕ Αππενδιξ 2). Τηε ρεσυλτσ οϕ τηισ σεχτιον χαν βε συμμαριζεδ ασ ϕολλοωσ: Χονσιδερ γαμεσ ωηερε εαχη πλαψερ κνοωσ ονλψ ηισ σετ οϕ στρατεγιεσ (βυτ κνοωσ νοτηινγ αβουτ οτηερ πλαψερσ νορ αβουτ ηισ οων παψοϕϕ ϕυνχτιον). Τηεν τηερε εξιστ σιμπλε αδαπτιϖε προχεδυρεσ, βασεδ ϕορ εαχη πλαψερ σολελψ ον ηισ οων παστ ρεαλιζεδ παψοϕϕσ, τηατ λεαδ το χορρελατεδ εθυιλιβρια.

5. Δισχυσσιον Τηισ σεχτιον δισχυσσεσ α νυμβερ οϕ ιμπορταντ ισσυεσ, ινχλυδινγ λινκσ ανδ χομπαρισονσ το τηε ρελεϖαντ λιτερατυρε. (α) Τηε σεμιναλ παπερ ιν τηισ ϕιελδ οϕ ρεσεαρχη ισ Φοστερ ανδ ςοηρα [1996]. Τηε μοτιϖατιον ανδ τηε ϕορμυλατιον οϕ τηειρ ωορκ ισ ιν τερμσ οϕ βεστ− ρεπλψινγ το ϕορεχαστινγ ρυλεσ ενφοψινγ γοοδ προπερτιεσ ----------namely, "calibration" ----------and is quite different from ours. Nonetheless, their results are close to ours (specifically, to our Theorem A), since their calibrated 22 forecasts are also based on regret measures.

(b) The next important paper is Fudenberg and Levine [1996] (see also their forthcoming book [1997]). In that paper they offer a class of adaptive procedures, called "calibrated smooth fictitious play," with the property that for every ε > 0 τηερε αρε προχεδυρεσ ιν τηε χλασσ τηατ γυαραντεε αλμοστ συρε

-------------------------------------------------------- 22 ----- i These regrets are defined on an ε−γριδ ον Δ(Σ ), ωιτη ε γοινγ το ζερο ασ τ γοεσ το ινϕινιτψ. Τηερεϕορε, ατ εαχη στεπ ιν τηειρ προχεδυρε ονε νεεδσ το χομπυτε τηε ινϖαριαντ ϖεχτορ ϕορ α ματριξ οϕ αν ινχρεασινγλψ λαργε σιζε; βψ ι ι χομπαρισον, ιν ουρ Τηεορεμ Α τηε ματριξ ισ οϕ ϕιξεδ σιζε, μ × μ .

χονϖεργενχε το τηε σετ οϕ χορρελατεδ ε−εθυιλιβρια (ηοωεϖερ, τηε χονχλυσιον δοεσ νοτ ηολδ ϕορ ε = 0). Τηε ϕορμαλ στρυχτυρε οϕ τηεσε προχεδυρεσ ισ αλσο σιμιλαρ το τηατ οϕ ουρ Τηεορεμ Α, ιν τηε σενσε τηατ τηε μιξεδ χηοιχε οϕ α γιϖεν πλαψερ ατ τιμε τ ισ δετερμινεδ ασ αν ινϖαριαντ προβαβιλιτψ ϖεχτορ οϕ α τρανσιτιον ματριξ. Ηοωεϖερ, τηε τρανσιτιον ματριξ (ανδ τηερεϕορε τηε στοχηαστιχ δψναμιχσ) ισ διϕϕερεντ ϕρομ τηε ρεγρετ βασεδ τρανσιτιον ματριξ οϕ ουρ Τηεορεμ Α. Το υνδερστανδ ϕυρτηερ τηε σιμιλαριτιεσ ανδ διϕϕερενχεσ βετωεεν τηε Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε προχεδυρεσ ανδ ουρ οων, τηε νεξτ τωο συβσεχτιονσ, (χ) ανδ (δ), χονταιν α δετουρ ον τηε χονχεπτσ οϕ ∀υνιϖερσαλ χονσιστενχψ∀ ανδ ∀υνιϖερσαλ χονδιτιοναλ χονσιστενχψ.∀ (χ) Τηε τερμ ∀υνιϖερσαλ χονσιστενχψ∀ ισ δυε το Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε [1995]. Τηε χονχεπτ γοεσ βαχκ το Ηανναν [1957] ωηο προϖεδ τηε ϕολλοωινγ ρεσυλτ: Τηερε ισ α προχεδυρε (ιν τηε σετυπ οϕ Σεχτιον 2) ϕορ πλαψερ ι τηατ γυαραντεεσ, νο ματτερ ωηατ τηε οτηερ πλαψερσ δο, τηατ τ τ # 1 s i ----- i 1 s i $ limsup max ----- u (k,s ) ---------- u (s ) ≤ 0 α.σ. (5.1) 3 t t τ τ t τ 4 t -----L ∞ ικ∈Σ τ=1 τ=1 Ιν οτηερ ωορδσ, ι∋σ αϖεραγε παψοϕϕ ισ νο ωορσε τηαν ιϕ ηε ωερε το πλαψ ανψ ι χονσταντ στρατεγψ κ ∈ Σ ϕορ αλλ τ ≤ τ. Τηισ προπερτψ οϕ τηε Ηανναν προχεδυρε ϕορ πλαψερ ι ισ χαλλεδ υνιϖερσαλ χονσιστενχψ βψ Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε [1995] (ιτ ισ ∀υνιϖερσαλ∀ σινχε ιτ ηολδσ νο ματτερ ηοω τηε οτηερ πλαψερσ πλαψ). Ανοτηερ υνιϖερσαλλψ χονσιστεντ προχεδυρε ωασ σηοων βψ Βλαχκωελλ [1956β] το ρεσυλτ ϕρομ ηισ Αππροαχηαβιλιτψ Τηεορεμ (σεε αλσο Λυχε ανδ Ραιϕϕα [1957, ππ. 482−483]). Τηε αδαπτιϖε προχεδυρε οϕ ουρ Τηεορεμ Α ισ αλσο υνιϖερσαλλψ χονσιστεντ. ι Ινδεεδ, ϕορ εαχη φ ιν Σ , (5.1) ισ γυαραντεεδ εϖεν ωηεν ρεστριχτεδ το τηοσε περιοδσ ωηεν πλαψερ ι χηοσε τηατ παρτιχυλαρ φ; τηισ βεινγ τρυε ϕορ αλλ φ ιν ιΣ , τηε ρεσυλτ ϕολλοωσ. Ηοωεϖερ, τηε αππλιχατιον οϕ Βλαχκωελλ∋σ Αππροαχηαβιλιτψ Τηεορεμ ιν Σεχτιον 3 συγγεστσ τηε ϕολλοωινγ παρτιχυλαρλψ σιμπλε προχεδυρε. ι Ατ τιμε τ, ϕορ εαχη στρατεγψ κ ιν Σ , λετ τ q e i 1 s 2 i ----- i i 2 D (k) := ----- 2u (k,s ) -----u (s )2, (5.2a) t t t 2 τ τ 2 z c τ=1 ι + [Δ (κ)] ι τ π (κ) := -------------------------------------------------------------- , (5.2b) t+1 s i + [D (k′)] t t i k′∈Σ ι ι ιϕ τηε δενομινατορ ισ ποσιτιϖε, ανδ π ∈ Δ(Σ) ισ αρβιτραρψ οτηερωισε. Τηε τ+1 ι στρατεγψ οϕ πλαψερ ι ισ τηεν, ατ τιμε τ+1, το χηοοσε κ ιν Σ ωιτη προβαβιλιτψ ιπ (κ). Τηεσε προβαβιλιτιεσ αρε τηυσ προπορτιοναλ το τηε ∀υνχονδιτιοναλ τ+1 ι + ρεγρετσ∀ [Δ (κ)] (βψ χομπαρισον το τηε ∀χονδιτιοναλ ον φ∀ ρεγρετσ οϕ Σεχτιον τ 2). Ωε τηεν ηαϖε:

Τηεορεμ Χ. Τηε αδαπτιϖε προχεδυρε (5.2) ισ υνιϖερσαλλψ χονσιστεντ ϕορ πλαψερ ι.

Τηε προοϕ οϕ Τηεορεμ Χ ισ σιμιλαρ το τηε προοϕ οϕ Τηεορεμ Α ιν Σεχτιον 3 ανδ ισ ομιττεδ. Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε [1995] προποσε α χλασσ οϕ προχεδυρεσ ωηιχη τυρν ουτ 23 το βε υνιϖερσαλλψ ε−χονσιστεντ: ∀σμοοτη ϕιχτιτιουσ πλαψ.∀ Πλαψερ ι ϕολλοωσ α σμοοτη ϕιχτιτιουσ πλαψ βεηαϖιορ ρυλε ιϕ ατ τιμε τ ηε πλαψσ α μιξεδ στρατεγψ -------------------------------------------------------- 23That is, the right-hand side of (5.1) is ε ινστεαδ οϕ 0.

ι ι σ ∈ Δ(Σ) τηατ μαξιμιζεσ τηε συμ οϕ ηισ εξπεχτεδ παψοϕϕ (ωιτη τηε αχτιονσ οϕ τηε ρεμαινινγ πλαψερσ διστριβυτεδ ασ ιν τηε εμπιριχαλ διστριβυτιον υπ το τ) ι ι ι ανδ λϖ (σ ), ωηερε λ > 0 ανδ ϖ ισ α στριχτλψ χονχαϖε σμοοτη ϕυνχτιον δεϕινεδ ι ον ι∋σ στρατεγψ σιμπλεξ, Δ(Σ), ωιτη ινϕινιτε λενγτη γραδιεντ ατ τηε βουνδαρψ ι οϕ Δ(Σ). Τηε ρεσυλτ οϕ Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε ισ τηεν τηατ, γιϖεν ανψ ε > 0, τηερε ισ α συϕϕιχιεντλψ σμαλλ λ συχη τηατ υνιϖερσαλ ε−χονσιστενχψ οβταινσ ϕορ πλαψερ ι. Οβσερϖε τηατ, ϕορ σμαλλ λ, σμοοτη ϕιχτιτιουσ πλαψ ισ ϖερψ χλοσε το ϕιχτιτιουσ πλαψ (ιτ αμουντσ το πλαψινγ τηε βεστ ρεσπονσε ωιτη λαργε προβαβιλιτψ ανδ τηε ρεμαινινγ στρατεγιεσ ωιτη σμαλλ βυτ ποσιτιϖε προβαβιλιτψ). Τηε προχεδυρε ισ, τηερεϕορε, χλεαρλψ διστινχτ ϕρομ (5.2): Ιν (5.2) αλλ τηε βεττερ, εϖεν ιϕ νοτ βεστ, ρεπλιεσ αρε πλαψεδ ωιτη σιγνιϕιχαντ προβαβιλιτψ; αλσο, ιν (5.2) τηε ινϕεριορ ρεπλιεσ γετ ζερο προβαβιλιτψ. Φιναλλψ, ιτ ισ ωορτη εμπηασιζινγ τηατ τηε τρεμβλε ϕρομ βεστ ρεσπονσε ισ ρεθυιρεδ ϕορ τηε Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε ρεσυλτ, σινχε ϕιχτιτιουσ πλαψ ισ νοτ γυαραντεεδ το βε χονσιστεντ. Ιν χοντραστ, τηε προχεδυρε οϕ (5.2) ηασ νο τρεμβλεσ. (δ) Τηε ιδεα οϕ ∀χονδιτιοναλ υνιϖερσαλ χονσιστενχψ,∀ αλσο ιντροδυχεδ βψ Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε [1996], ισ τηατ, αγαιν, ρεγρετ μεασυρεσ γο το ζερο ιρρεσπεχτιϖε οϕ τηε οτηερ πλαψερσ∋ πλαψ. Τηε διϕϕερενχε ισ τηατ, νοω, τηε σετ οϕ ρεγρετ μεασυρεσ ισ ριχηερ: Ιτ χονσιστσ οϕ ρεγρετσ ωηιχη αρε χονδιτιοναλ ον σομε ρελεϖαντ χηαραχτεριστιχ οϕ τηε ηιστορψ υπ το τ. Το βε σπεχιϕιχ, ϕορ τηε χασε τηατ ιντερεστσ υσ, τηε ρεγρετ ισ χονδιτιονεδ ον τηε στρατεγψ πλαψεδ βψ ι ηιμσελϕ. Ρεχαλλ τηε Προποσιτιον οϕ Σεχτιον 3: Ιϕ συχη χονδιτιοναλλψ υνιϖερσαλλψ ε−χονσιστεντ στρατεγιεσ αρε πλαψεδ βψ αλλ πλαψερσ, τηεν αλλ ρεγρετσ βεχομε ιν τηε λιμιτ ≤ ε, ανδ τηυσ τηε χονϖεργενχε το χορρελατεδ ε−εθυιλιβρια ισ γυαραντεεδ.

Τηε προχεδυρε οϕ Τηεορεμ Α ισ χονδιτιοναλλψ υνιϖερσαλλψ χονσιστεντ. Σο ισ (υπ το ε) τηε ∀χαλιβρατεδ σμοοτη ϕιχτιτιουσ πλαψ∀ οϕ Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε [1995]. Τηε τωο προχεδυρεσ στανδ το εαχη οτηερ ασ, ιν τηε υνχονδιτιοναλ ϖερσιον, Τηεορεμ Χ στανδσ το ∀σμοοτη ϕιχτιτιουσ πλαψ.∀ Τηε προχεδυρε οϕ ουρ Μαιν Τηεορεμ ισ νοτ χονδιτιοναλλψ υνιϖερσαλλψ χονσιστεντ. Ιν παρτιχυλαρ, ιϕ πλαψερ ι ϕολλοωσ τηε προχεδυρε ωε χαννοτ χονχλυδε τηατ αλλ ηισ ρεγρετσ γο το ζερο; σοπηιστιχατεδ αδϖερσαριεσ, κνοωινγ 24 τηε προχεδυρε υσεδ βψ πλαψερ ι, χουλδ κεεπ ηισ ρεγρετσ ποσιτιϖε. Συχη ηιγηλψ χομπλεξ στρατεγιεσ οϕ τηε οτηερ πλαψερσ αρε ηοωεϖερ ουτσιδε τηε ϕραμεωορκ οϕ ουρ στυδψ ----------which deals with simple adaptive behavior. Furthermore, it turns out that the procedure of our Main Theorem is guaranteed to be conditionally consistent not just against opponents using the same procedure, but also 25 against any behavior that is not too sophisticated.

(e) Note that all the procedures in the literature reviewed above are best-reply based: A player uses (almost) exclusively actions that are (almost) best-replies to a certain belief about his opponents. In contrast, our procedure gives significant probabilities to any actions that are just better (rather than best). This has the additional effect of making the behavior continuous, without need for approximations.

(f) The procedure of our Main Theorem differs from all the other procedures (including that of our Theorem A) in this important aspect: It

-------------------------------------------------------- 24At each time t+1, let them play an (N----- 1)-tuple of strategies that minimizes i the expected (relative to p ) payoff of player i; for an example, see t+1 Fudenberg and Levine [1997, Section 8.10]. 25An examination of Steps M4 - M6 of the Proof of the Main Theorem in Appendix 1 shows that what is needed is that the other players do not change their behavior too quickly; namely, that their transition probabilities at times t and t+w are close enough.

does not require the player to compute, at every step, an invariant (eigen-) vector for an appropriate positive matrix. We view the simplicity of (2.2) as 26 an essential property when discussing non-sophisticated behavior ----------this is the reason we have sought this result as our Main Theorem.

(g) A specific and most distinctive feature by which the procedure in our Main Theorem differs from those in Theorem A and in the other works mentioned above, is that in the former the individual decisions privilege the most recent action taken: The probabilities used at period t+1 are best thought of as propensities to depart from the play at t.

Viewed in this light, our procedure has significant inertial characteristics. In particular, there is a positive probability of moving from the strategy played at t only if there is another that appears better (in which case the probabilities of playing the better strategies are proportional 27 to the regrets relative to the period t strategy). Further, our procedure exhibits "friction": there is always a positive probability of staying with 28 the period t strategy. 29 (h) To understand the role played by friction, suppose that we were to modify the procedure (2.2) by requiring that the switching probabilities be rescaled in such a way that a switch occurs if and only if there is at least

-------------------------------------------------------- 26For a good test of the simplicity of a procedure, try to explain it verbally; in particular, consider the procedure of our Main Theorem vs. those requiring the computation of eigenvectors. 27It is worth pointing out that if a player’s last choice was j, then the relative probabilities of switching to k or to k′ δο νοτ δεπενδ ονλψ ον τηε αϖεραγε υτιλιτιεσ τηατ ωουλδ ηαϖε βεεν οβταινεδ ιϕ φ ηαδ βεεν χηανγεδ το κ ορ το κ′ ιν τηε παστ, βυτ αλσο ον τηε αϖεραγε υτιλιτψ τηατ ωασ οβταινεδ ιν τηοσε περιοδσ βψ πλαψινγ φ ιτσελϕ (ιτ ισ τηε μαγνιτυδε οϕ τηε ινχρεασεσ ιν μοϖινγ ϕρομ φ το κ ορ το κ′ τηατ ματτερσ). 28Σεε Σανχηιριχο [1996] ανδ Σεχτιον 4.6 ιν Φυδενβεργ ανδ Λεϖινε [1997] ϕορ α ρελατεδ ποιντ ιν α βεστ−ρεπλψ χοντεξτ. 29Σεε Στεπ Μ7 ιν τηε Προοϕ οϕ τηε Μαιν Τηεορεμ ιν Αππενδιξ 1.

ονε βεττερ στρατεγψ (ι.ε., ονε ωιτη ποσιτιϖε ρεγρετ). Τηεν τηε ρεσυλτ οϕ τηε Μαιν Τηεορεμ μαψ νοτ ηολδ. Φορ εξαμπλε, ιν τηε ϕαμιλιαρ τωο−περσον 2 × 2 χοορδινατιον γαμε, ιϕ ωε σταρτ ωιτη αν υνχοορδινατεδ στρατεγψ παιρ, τηεν τηε πλαψ ωιλλ αλτερνατε βετωεεν τηε τωο υνχοορδινατεδ παιρσ. Ηοωεϖερ, νο διστριβυτιον χονχεντρατεδ ον τηεσε τωο παιρσ ισ α χορρελατεδ εθυιλιβριυμ. Ιτ ισ ωορτη εμπηασιζινγ τηατ ιν ουρ ρεσυλτ τηε βρεακινγ αωαψ ϕρομ α βαδ χψχλε, λικε τηε ονε δεσχριβεδ αβοϖε, ισ οβταινεδ νοτ βψ εργοδιχ αργυμεντσ βυτ βψ τηε προβαβιλιτψ οϕ σταψινγ πυτ. Ωηατ ματτερσ ισ τηατ τηε διαγοναλ οϕ τηε τρανσιτιον ματριξ βε ποσιτιϖε, ρατηερ τηαν τηατ αλλ τηε εντριεσ βε ποσιτιϖε (ωηιχη, ινδεεδ, ωιλλ νοτ ηολδ ιν ουρ χασε). (ι) Τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια οϕ α γαμε ισ, ιν χοντραστ το τηε σετ οϕ Ναση εθυιλιβρια, γεομετριχαλλψ σιμπλε: Ιτ ισ α χονϖεξ σετ (αχτυαλλψ, α χονϖεξ πολψτοπε) οϕ διστριβυτιονσ. Σινχε ιτ ινχλυδεσ τηε Ναση εθυιλιβρια ωε κνοω ιτ ισ νον−εμπτψ. Ηαρτ ανδ Σχημειδλερ [1989] (σεε αλσο Ναυ ανδ ΜχΧαρδλε [1990]) προϖιδε αν ελεμενταρψ (νον−ϕιξεδ ποιντ) προοϕ οϕ τηε νον−εμπτινεσσ οϕ τηε σετ οϕ χορρελατεδ εθυιλιβρια. Τηισ ισ δονε βψ υσινγ τηε Μινιμαξ Τηεορεμ. Σπεχιϕιχαλλψ, Ηαρτ ανδ Σχημειδλερ προχεεδ βψ ασσοχιατινγ το τηε γιϖεν Ν−περσον γαμε αν αυξιλιαρψ τωο−περσον ζερο−συμ γαμε. Ασ ιτ τυρνσ ουτ, τηε χορρελατεδ εθυιλιβρια οϕ τηε οριγιναλ γαμε χορρεσπονδ το τηε μαξιμιν στρατεγιεσ οϕ πλαψερ Ι ιν τηε αυξιλιαρψ γαμε. Μορε πρεχισελψ, ιν τηε Ηαρτ----- Schmeidler auxiliary game, player I chooses a distribution over N-tuples of actions, and player II chooses a pair of strategies for one of the N original players (interpreted as a play and a suggested deviation from it). The payoff to auxiliary player II is the expected gain of the designated original player if he were to follow the change suggested by auxiliary player II. In other words, it is the "regret" of that original player for not deviating. The starting-point for our research was the observation that fictitious play applied to the Hart----- Schmeidler auxiliary game must converge, by the result of Robinson [1951], and thus yield optimal strategies in the auxiliary game, in particular for player I ----------hence correlated equilibria of the original game. A direct application of this idea does not, however, produce anything that is simple and separable across the N players (i.e., such that the choice of each player at time t is made independently of the other players’ choices at t ----------an 30 indispensable requirement). Yet, our adaptive procedure is based on "noregret" ideas motivated by this analysis and it is the direct descendant ---------- 31 several modifications later ----------of this line of research.

(j) Theorems B and B’ are versions of the Main Theorem when the game is unknown. As pointed out by Fudenberg and Levine [1997, Section 4.8.4], results of this type can be interpreted in terms of "stimulus-response" 32 decision behavior models. In contrast, models where the players know the game ----------and make use of this knowledge ----------as in our Main Theorem (or in Theorem A), are models where the players do not simply respond to stimuli (i.e., the obtained payoffs) but undertake some thinking on the game (and its strategic aspects). Although parallel to the Main Theorem, and with a parallel proof, we point out that the result of Theorem B is not simply a transposition of the Main Theorem. Note, for example, that it requires

-------------------------------------------------------- 30This needed "decoupling" across the N original players explains why applying linear programming type methods to reach the convex polytope of correlated equilibria is not a fruitful approach. The resulting procedures operate in the space of N-tuples of strategies S (more precisely, in Δ(Σ)), ωηερεασ αδαπτιϖε προχεδυρεσ σηουλδ βε δεϕινεδ ϕορ εαχη πλαψερ ι σεπαρατελψ (ι.ε., ον ι Δ(Σ)). 31Φορ ανοτηερ ιντερεστινγ υσε οϕ τηε αυξιλιαρψ τωο−περσον ζερο−συμ γαμε, σεε Μψερσον [1995]. 32Φορ ρελατεδ δισχυσσιονσ σεε Ροτη ανδ Ερεϖ [1995], Ερεϖ ανδ Ροτη [1997], Χαμερερ ανδ Ηο [1996], ανδ Μαριμον [1996, Σεχτιον 3.4].

στρονγερ ηψποτηεσεσ τηαν τηε λαττερ. Ιν παρτιχυλαρ, ιτ ισ νοω εσσεντιαλ τηατ τηερε βε σομε τρεμβλε οϕ αχτιονσ (σινχε τηερε ηασ το βε σομε ϖαριατιον ϕορ τηε σαμπλινγ το βε εϕϕεχτιϖε). Το χονχλυδε, λετ υσ ρετυρν το τηε ∀υνιϖερσαλ χονσιστενχψ∀ σεττινγ οϕ (χ) αβοϖε. Ωιτη πρεχεδεντσ ιν Βα⇐οσ [1968] ανδ Μεγιδδο [1980], Αυερ ετ αλ. [1995] ηαϖε ρεχεντλψ προϖεδ τηατ α ρεσυλτ οϕ τηε τψπε (5.1) χαν αλσο βε γυαραντεεδ ιν 33 τηε υνκνοων γαμε σετυπ. Ιτ ισ ωορτη ποιντινγ ουτ τηατ ουρ υνιϖερσαλλψ χονσιστεντ αδαπτιϖε προχεδυρε (5.2) χαν βε μοδιϕιεδ το ϕιτ τηε υνκνοων γαμε σετυπ, ιν τηε σαμε ωαψ τηατ (4.1)----- (4.2) were obtained from (2.1)----- (2.2). Fix

----- γ 0 < δ < 1 ανδ 0 < γ < 1/2. Φορ εαχη τ = 1, 2, ..., λετ δ := δ τ , ανδ τ ι δεϕινε ϕορ εαχη κ ∈ Σ τ ι 1 # s 1 i s i $ C (k) := ----- ---------------------- u (s ) ----- u (s ) , (5.3a) t t 3 t i τ t τ 4 p (k) i τ τ=1 τ≤τ:σ =κτ ι + [Χ (κ)] ι τ θ (κ) := ------------------------------------------------------------- , (5.3b) t+1 s i + [C (k′)] t t i k′∈Σ ι ι 1 π (κ) := (1----- δ ) θ (κ) + δ ----------- . (5.3c) t+1 t t+1 t im

i i i Again, if the denominator of q (k) vanishes, take q ∈ Δ(Σ) το βε τ+1 τ+1 ι αρβιτραρψ. Τηε στρατεγψ οϕ πλαψερ ι ισ το χηοοσε κ ιν Σ ατ τιμε τ+1 ωιτη ι ι ι ι ι προβαβιλιτψ π (κ); ατ τιμε 1, π ∈ Δ(Σ) ισ αρβιτραρψ ωιτη π (κ) ≥ δ/μ ϕορ τ+1 1 1 αλλ κ. Ωε τηεν ηαϖε: -------------------------------------------------------- 33Specifically: Ba�os and Megiddo establish the slightly weaker property that the minimax payoff is guaranteed. As for the procedure of Auer et al., it depends on the length of the game t, and it yields (5.1) in probability only; compare with (5.3) and Theorem C* below.

Theorem C*. The adaptive procedure (5.3) is universally consistent for player i.

The proof of Theorem C* is similar to (and simpler than) the proof of Theorem B and is omitted. We conclude by noting that in the same way that Theorem A is the conditional parallel to Theorem C, we could, rather straightforwardly, formulate an unknown game conditional parallel to Theorem C*, a Theorem A*. Note, however, that this Theorem A* would be a result different from Theorem B (the unknown game version of the Main Theorem); in particular, it will use invariant (eigen-) vectors.

Appendix 1. Proof of the Main Theorem

This Appendix is devoted to the proof of the Main Theorem, stated in Section 2. The proof is inspired by the result of Section 3 (Theorem A). It 34 is however rather complex on account of our transition probabilities not being the invariant measures that, as we saw in Section 3, fitted so well with Blackwell’s Approachability Theorem.

Fix player i in N. To simplify notation we drop reference to the index i i whenever this cannot cause confusion (thus we write D and R instead of D t t t i i and R , and so on). Let m := 2S 2 be the number of strategies of player i, t i and let M be an upper bound on i-th possible payoffs: M ≥ 2u (s)2 for all s i i L in S. Denote L := {(j,k) ∈ Σ × Σ : φ ≠ κ}, τηεν R is the

-------------------------------------------------------- 34We only said that the adaptive procedure is simple.

m(m----- 1) - dimensional Euclidean space with coordinates indexed by L. For each 35 t = 1, 2, ... and each (j,k) in L, put

i ----- i i A (j,k) = 1 i [u (k,s ) -----u (s )];

t {s =j} t t t t 1 s D (j,k) = ----- A (j,k);

t t t τ τ=1 + + Ρ (φ,κ) = Δ (φ,κ) ≡ [Δ (φ,κ)] . τ τ τ Λ + Ωε ωιλλ ωριτε Α ϕορ τηε ϖεχτορ (Α (φ,κ)) ∈ R ; the same goes for D , D , t t j≠κ τ τ Ρ , ανδ σο ον. Λετ Π (⋅,⋅) δενοτε τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ ϕρομ τ το τ+1 τ τ (τηεσε αρε χομπυτεδ αϕτερ περιοδ τ, βασεδ ον η ):τ ( 2 12

------R (j,k), if k ≠ φ, 2 μ τ 2 2 Π (φ,κ) := { t 2 2 s 1 2 1 ----- ------R (j,k′), ιϕ κ = φ. 2 t μ τ 2 k′≠φ 9 i Thus, at time t+1 the strategy used by player i is to choose each k ∈ Σ ωιτη ι ι προβαβιλιτψ π (κ) = Π (σ ,κ). Νοτε τηατ τηε χηοιχε οϕ μ γυαραντεεσ τηατ τ+1 τ τ ι Π (φ,φ) > 0 ϕορ αλλ φ ∈ Σ ανδ αλλ τ. Φιναλλψ, λετ τ Λ 2 ρ := [διστ(Δ , R )] t t ----- L be the squared distance (in R ) of the vector D to the non-positive orthant t L L ----- -----2 36 R . Since the closest point to D in R is D , we have ρ = ND -----D N = ----- t ----- t t t t

+ 2 + 2 ND N = ∑ [Δ (φ,κ)] . τ φ≠κ τ

--------------------------------------------------------

35We write 1 for the indicator of the event G. G ----- ----- ----- 36We write [x] for min{x, 0}, and D for the vector ([D (j,k)] ) .

t t (j,k)∈Λ

Ιτ ωιλλ βε χονϖενιεντ το υσε τηε στανδαρδ ∀Ο∀ νοτατιον: Φορ τωο ρεαλ− ϖαλυεδ ϕυνχτιονσ ϕ(⋅) ανδ γ(⋅) δεϕινεδ ον α δομαιν Ξ, ∀ϕ(ξ) = Ο(γ(ξ))∀ μεανσ 37 τηατ τηερε εξιστσ α χονσταντ Κ < ∞ συχη τηατ 2f(x)2 ≤ Κ γ(ξ) ϕορ αλλ ξ ιν Ξ. Ωε ωριτε Π ϕορ Προβαβιλιτψ, ανδ Ε ϕορ Εξπεχτατιον. Φρομ νοω ον, τ, ϖ, ανδ ω ωιλλ δενοτε ποσιτιϖε ιντεγερσ; η = (σ ) ωιλλ βε ηιστοριεσ οϕ λενγτη τ; τ τ τ≤τ ι ι ----- i ----- i j, k and s will be elements of S ; s and s will be elements of S and S ,

respectively. Unless stated otherwise, all statements should be understood to

hold "for all t, v, h , j, k, etc."; where histories h are concerned, only t t those that occur with positive probability are considered.

We divide the proof of the Main Theorem into 11 steps, M1 - M11. Step

M11, together with the Proposition of Section 3, completes the proof. The

reader will find a short "intuitive guide" to the proof following the

statements of the steps. v 2 2 s 2 • Στεπ Μ1: Ε[(τ+ϖ) ρ 1h ] ≤ τ ρ + 2τ Ρ • Ε[Α 1h ] + O(v ). t+v t t t t t+w t w=1 Define

----- i s ----- i ----- i α (φ,σ ) := Π (κ,φ) Π[σ = (κ,σ )1h ] -----P[s = (j,s )1h ]. t,w t t t+w t t+w t i k∈Σ s s ----- i i ----- i • Στεπ Μ2: Ρ • Ε[Α 1h ] = μ α (φ,σ ) υ (φ,σ ). τ τ+ω τ t t t,w ----- i ----- i i s ∈Σ φ∈Σ ϖ • Στεπ Μ3: Ρ (φ,κ) -----R (j,k) = O(----- ). t+v t t

-------------------------------------------------------- 37The domain X will usually be the set of positive integers, or the set of vectors whose coordinates are positive integers. Thus when we write, say, f(t,v) = O(v), it means 2f(t,v)2 ≤ Κ ϖ ϕορ αλλ ϖ ανδ αλλ τ. Τηε χονσταντσ Κ ωιλλ αλωαψσ δεπενδ ονλψ ον τηε γαμε (τηρουγη Ν, μ, Μ, ανδ σο ον) ανδ ον τηε παραμετερ μ.

Φορ εαχη τ > 0 ανδ εαχη ηιστορψ η , δεϕινε αν αυξιλιαρψ στοχηαστιχ τ ⊥ προχεσσ (σ ) ωιτη ϖαλυεσ ιν Σ ασ ϕολλοωσ: Τηε ινιτιαλ ϖαλυε ισ τ+ω ω=0,1,2,... ⊥ 38 σ = σ , ανδ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ αρε τ τ p i′ ι′ ι′ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ Π[σ = σ1s , ..., s ] := Π (σ ,σ ). τ+ω τ τ+ω----- 1 q t t+w----- 1 i′∈Ν ⊥ Τηε σ−προχεσσ ισ τηυσ στατιοναρψ: Ιτ υσεσ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ οϕ περιοδ τ ατ εαχη περιοδ τ+ω, ϕορ αλλ ω ≥ 0. 2ω ⊥ • Στεπ Μ4: Π[σ = σ1h ] -----P[s = s1h ] = O(------------- ). t+w t t+w t t

Define

----- i s ----- i ----- i ^ ^ ^ α (φ,σ ) := Π (κ,φ) Π[σ = (κ,σ )1h ] -----P[s = (j,s )1h ]. t,w t t t+w t t+w t i k∈Σ 2 ----- i ----- i w ^ • Στεπ Μ5: α (φ,σ ) -----α (φ,σ ) = Ο(------------- ). t,w t,w t

----- i ----- i ----- i w+1 w i ^ ^ • Στεπ Μ6: α (φ,σ ) = Π[σ = σ 1h ] [Π -----Π ](σ ,φ), τ,ω τ+ω τ τ τ τ ω ω ω+1 ω ι ωηερε Π ≡ (Π ) ισ τηε ω−τη ποωερ οϕ τηε ματριξ Π , ανδ [Π -----Π ](σ ,φ) τ τ τ τ τ τ ι ω+1 ω δενοτεσ τηε (σ ,φ) ελεμεντ οϕ τηε ματριξ Π -----Π . τ τ τ ----- i ----- 1/2 ^ • Στεπ Μ7: α (φ,σ ) = Ο(ω ). τ,ω 2 2 3 1/2 • Στεπ Μ8: Ε[(τ+ϖ) ρ 1h ] ≤ τ ρ + Ο(ϖ + τ ϖ ). τ+ϖ τ τ

-------------------------------------------------------- i′ 38Ωε ωριτε Π ϕορ τηε τρανσιτιον προβαβιλιτψ ματριξ οϕ πλαψερ ι′ (τηυσ Π ισ τ τ ιΠ ). τ

5/3 Φορ εαχη ν = 1, 2, ..., λετ τ := 3n 4 be the largest integer not n 5/3 exceeding n .

2 2 2 • Στεπ Μ9: Ε[τ ρ 1h ] ≤ τ ρ + Ο(ν ). ν+1 τ τ ν τ ν+1 ν ν ----- 1/3 • Στεπ Μ10: Ε[ρ ] = Ο(ν ) ανδ λιμ ρ = 0 α.σ. τ τ ν ν ν-----L∞ • Στεπ Μ11: λιμ Ρ (φ,κ) = 0 α.σ. τ τ-----L∞

Ωε νοω προϖιδε α σηορτ ιντυιτιϖε γυιδε το τηε προοϕ. Στεπ Μ1 ισ τηε βασιχ ρεχυρσιον εθυατιον, σιμιλαρ το τηατ υσεδ ϕορ τηε στανδαρδ προοϕ οϕ Βλαχκωελλ∋σ Αππροαχηαβιλιτψ Τηεορεμ. Ηοωεϖερ, ωε νεεδ το χονσιδερ ϖ περιοδσ τογετηερ, ρατηερ τηαν φυστ ονε. Τηε ρεαδερ μαψ ωαντ το κεεπ ιν μινδ τηατ βοτη τ ανδ ϖ αρε ϖερψ λαργε, ανδ τηατ ϖ ισ ρελατιϖελψ σμαλλ χομπαρεδ το τ. Τηισ ιμπλιεσ τηατ, ιν τηε ριγητ−ηανδ εξπρεσσιον οϕ Μ1, ονλψ τηε μιδδλε τερμ ηασ το βε βουνδεδ (ϕρομ αβοϖε). Βλαχκωελλ∋σ χονδιτιον (3.2) πρεχισελψ σαψσ τηατ τηε μιδδλε τερμ ιν τηε χορρεσπονδινγ ϕορμυλα ισ ≤ 0. Ηερε τηισ ισ νοτ σο (ωε αρε νοτ ιν τηε στψλιζεδ ϖερσιον οϕ Σεχτιον 3), σο ωε νεεδ το εστιματε τηισ τερμ. Στεπ Μ2 σηοωσ τηατ ωε γετ αν εξπρεσσιον σιμιλαρ το (3.5), βυτ τηε χοεϕϕιχιεντσ ι α δεπενδ αλσο ον τηε μοϖεσ οϕ τηε οτηερ πλαψερσ. Γιϖεν η , τηε χηοιχεσ σ τ τ+ω ----- i and s are not independent when w > 1 (since the transition probabilities t+w change with time). Therefore we replace the process (s ) by another t+w 0≤ω≤ϖ ⊥ προχεσσ (σ ) , ωιτη α στατιοναρψ τρανσιτιον ματριξ (τηατ οϕ περιοδ τ). τ+ω 0≤ω≤ϖ Φορ ω σμαλλ ρελατιϖε το τ, τηε χηανγε ιν προβαβιλιτιεσ ισ σμαλλ (σεε Στεπσ Μ3 ανδ Μ4), ψιελδινγ τηε αππροξιματιον οϕ Στεπ Μ5. Ιν Στεπ Μ6 ωε ϕαχτορ ουτ τηε ⊥ μοϖεσ οϕ τηε οτηερ πλαψερσ (ωηιχη, ιν τηε σ−προχεσσ, αρε ινδεπενδεντ οϕ τηε ⊥ μοϖεσ οϕ πλαψερ ι) ϕρομ τηε χοεϕϕιχιεντσ α ανδ οβταιν α ϕορμυλα χομπαραβλε το (3.5). Ηοωεϖερ, ινστεαδ οϕ τηε ινϖαριαντ διστριβυτιον, ωε ηαϖε τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ αϕτερ ω περιοδσ ανδ αϕτερ ω+1 περιοδσ. Τηε διϕϕερενχε βετωεεν τηεμ ισ σηοων ιν Στεπ Μ7 το βε σμαλλ, σινχε ω ισ λαργε ανδ τηε τρανσιτιον 39 ματριξ ηασ αλλ ιτσ διαγοναλ ελεμεντσ στριχτλψ ποσιτιϖε. Τηισ ψιελδσ τηε ϕιναλ ρεχυρσιϖε ϕορμυλα οϕ Στεπ Μ8. Τηε προοϕ ισ νοω χομπλετεδ ιν Στεπσ Μ9 − Μ11, βψ χονσιδερινγ α χαρεϕυλλψ χηοσεν συβσεθυενχε οϕ περιοδσ (τ ) .ν ν=1,2,... Τηε ρεστ οϕ τηισ σεχτιον χονταινσ τηε προοϕσ οϕ τηε Στεπσ Μ1 -----M11. ----- L • Προοϕ οϕ Στεπ Μ1: Βεχαυσε Δ ∈ R we have: t ----- v 2 -----2 N t 1 s ----- N ρ ≤ ND -----D N = N--------------D + --------------A -----D N t+v t+v t Nt+v t t+v t t+w tN w=1 v 2t -----2 2t s ----- -----

= --------------------------

ND -----D N + --------------------------(A -----D ) • (Δ -----D ) 2 t t 2 t t+w t t t (t+v) (t+v) w=1 v 2 2 v N1 s ----- N + --------------------------

N----- A -----D N 2 Nv t t+w tN (t+v) w=1 v 2 2 t 2t s v 2 ≤ -------------------------- ρ + --------------------------

A • Ρ + -------------------------- m (m----- 1) 4 M .

2 t 2 t t+w t 2 (t+v) (t+v) (t+v) w=1 i Indeed: 2u (s)2 ≤ Μ, σο 2A (j,k)2 ≤ 2Μ ανδ 2D (j,k)2 ≤ 2Μ, ψιελδινγ τηε τ+ω τ + υππερ βουνδ ον τηε τηιρδ τερμ. Ασ ϕορ τηε σεχονδ τερμ, νοτε τηατ Ρ = Δ =τ τ ----- ----- + D -----D and D • Δ = 0. Τακινγ χονδιτιοναλ εξπεχτατιον γιϖεν τηε ηιστορψ η τ τ τ τ τ (σο ρ ανδ Ρ αρε κνοων) χομπλετεσ τηε προοϕ. 44444 t t

• Προοϕ οϕ Στεπ Μ2: Ωε ηαϖε s ----- i i ----- i i ----- i E[A (j,k)1h ] = ϕ(φ,σ ) [υ (κ,σ ) -----u (j,s )], t+w t t

----- is

--------------------------------------------------------

39For further discussion on this point, see the Proof of Step M7.

----- i ----- i where ϕ(φ,σ ) := Π[σ = (φ,σ )1h ]. So t+w t

s s s ----- i i ----- i i ----- i R • Ε[Α 1h ] = R (j,k) ϕ(φ,σ ) [υ (κ,σ ) -----u (j,s )] t t+w t t t t t

j k≠φ ----- is

s s i ----- i # s ----- i s ----- i $ = u (j,s ) R (k,j) ϕ(κ,σ ) -----R (j,k) ϕ(φ,σ ) t t 3 t t t t 4 ----- i k≠φ κ≠φ σ φ ι ----- i (we have collected together all terms containing u (j,s )). Now R (k,j) =t μ Π (κ,φ) ϕορ κ ≠ φ, ανδ ∑ Ρ (φ,κ) = μ (1 -----Π (φ,φ)) βψ δεϕινιτιον, σο τ κ≠φ τ τ s s i ----- i # s ----- i ----- i $ R • Ε[Α 1h ] = μ υ (φ,σ ) Π (κ,φ) ϕ(κ,σ ) -----ϕ(φ,σ ) τ τ+ω τ t t 3 t t 4

----- is j k i (note that the last sum is now over all k in S ). 44444

• Προοϕ οϕ Στεπ Μ3: Τηισ ϕολλοωσ ιμμεδιατελψ ϕρομ ϖ s (t+v) [D (j,k) -----D (j,k)] = A (j,k) -----v D (j,k), t+v t t t+w t w=1 together with 2A (j,k)2 ≤ 2Μ ανδ 2D (j,k)2 ≤ 2Μ. 44444 t+w t

• Προοϕ οϕ Στεπ Μ4: Ωε νεεδ τηε ϕολλοωινγ Λεμμα, ωηιχη γιϖεσ βουνδσ ϕορ τηε χηανγεσ ιν τηε ω−στεπ τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ ασ α ϕυνχτιον οϕ χηανγεσ ιν τηε 1−στεπ τρανσιτιονσ:

Λεμμα: Λετ (Ξ ) ανδ (Ψ ) βε τωο στοχηαστιχ προχεσσεσ ωιτη ϖαλυεσ ν ν≥0 ν ν≥0 ιν α ϕινιτε σετ Β. Ασσυμε Ξ = Ψ ανδ 0 0

2P[X = b 1X = b , ..., X = b ]

n n 0 0 n----- 1 n----- 1

-----P[Y = b 1Y = b , ..., Y = b ]2 ≤ β ν ν 0 0 ν----- 1 n----- 1 n for all n ≥ 1 ανδ αλλ β , ..., β , β ∈ Β. Τηεν 0 ν----- 1 n

2P[X = b 1X = b , ..., X = b ]

n+w n+w 0 0 n----- 1 n----- 1 w s -----P[Y = b 1Y = b , ..., Y = b ]2 ≤ 2B2 β ν+ω ν+ω 0 0 ν----- 1 n----- 1 t n+r r=0 for all n ≥ 1, ω ≥ 0 ανδ αλλ β , ..., β , β ∈ Β. 0 ν----- 1 n+w

Proof of Lemma: We write P and P for the probabilities of the two X Y processes (X ) and (Y ) , respectively (thus P [b 1b , ..., b ] stands n n n n X n+w 0 n----- 1

for P[X = b 1X = b , ..., X = b ], and so on). We use induction on n+w n+w 0 0 n----- 1 n----- 1 w. s P [b 1b , ..., b ] = P [b 1b , ..., b ] P [b 1b , ..., b ] X n+w 0 n----- 1 t X n+w 0 n X n 0 n----- 1 bn w s s ≤ Π [β 1b , ..., b ] P [b 1b , ..., b ] + 2B2 β t Y n+w 0 n X n 0 n----- 1 t n+r b r=1 n w s s ≤ Π [β 1b , ..., b ] (P [b 1b , ..., b ] + β ) + 2B2 β t Y n+w 0 n Y n 0 n----- 1 n t n+r b r=1 n m s ≤ Π [β 1b , ..., b ] + 2B2 β + 2B2 β

Ψ ν+ω 0 ν----- 1 n t n+r r=1 (the first inequality is by the induction hypothesis). Exchanging the roles

of X and Y completes the proof. 44444

We proceed now with the proof of Step M4. From t to t+w there are 2N2 w

transitions (at each period, think of the players moving one after the other,

in some arbitrary order). Step M3 implies that each transition probability ^ for the s-process differs from the corresponding one of the s-process by at

most O(w/t), which, when composed by the Lemma, yields 2N2 w 2S2 O(w/t) = 2 O(w /t). 44444

• Προοϕ οϕ Στεπ Μ5: Ιμμεδιατε βψ Στεπ Μ4. 44444

i′⊥ • Προοϕ οϕ Στεπ Μ6: Γιϖεν η , τηε ρανδομ ϖαριαβλεσ (σ ) αρε τ τ+ω ω ινδεπενδεντ οϖερ τηε διϕϕερεντ πλαψερσ ι′ ιν Ν; ινδεεδ, τηε τρανσιτιον προβαβιλιτιεσ αρε αλλ δετερμινεδ ατ τιμε τ, ανδ τηε πλαψερσ ρανδομιζε ινδεπενδεντλψ. Ηενχε: ----- i ----- i ----- i i ^ ^ ^ P[s = (j,s )1h ] = P[s = s 1h ] P[s = j1h ], t+w t t+w t t+w t

implying that

----- i ----- i ----- i # s i i $ ^ ^ ^ ^ α (φ,σ ) = Π[σ = σ 1h ] Π (κ,φ) Π[σ = κ1h ] -----P[s = j1h ] . t,w t+w t 3 t t t+w t t+w t 4 i k∈Σ ι⊥ Νοω Π[σ = φ1h ] is the probability of reaching j in w steps starting from t+w t

i i^ s , using the transition probability matrix Π . Τηερεϕορε Π[σ = φ1h ] is t t t+w t

i w w w i the (s ,j)-element of the w-th power Π ≡ (Π ) οϕ Π , ι.ε., [Π ](σ ,φ). τ τ τ τ τ τ Ηενχε ----- i ----- i ----- i # s w i w i $ ^ ^ α (φ,σ ) = Π[σ = σ 1h ] Π (κ,φ) [Π ](σ ,κ) -----[Π ](σ ,φ) τ,ω τ+ω τ 3 t t t t t t 4 i k∈Σ ----- i ----- i # w+1 i w i $ ^ = P[s = s 1h ] [Π ](σ ,φ) -----[Π ](σ ,φ) , τ+ω τ 3 t t t t 4 completing the proof. 44444

40 • Προοϕ οϕ Στεπ Μ7: Ιτ ϕολλοωσ ϕρομ Μ6 υσινγ τηε ϕολλοωινγ Λεμμα ι (ρεχαλλ τηατ Π (φ,φ) > 0 ϕορ αλλ φ ∈ Σ ). τ

Λεμμα: Λετ Π βε αν μ × μ στοχηαστιχ ματριξ ωιτη αλλ οϕ ιτσ διαγοναλ ω+1 ω ----- 1/2 entries positive. Then 1[Π -----Π ](φ,κ) = Ο(ω ) ϕορ αλλ φ, κ = 1, ..., μ.

Προοϕ οϕ τηε Λεμμα: Λετ β > 0 βε α λοωερ βουνδ ον αλλ τηε διαγοναλ εντριεσ οϕ Π, ι.ε., β := μιν Π(φ,φ). Ωε χαν τηεν ωριτε Π = β Ι + (1----- β) Λ, φ ωηερε Λ ισ αλσο α στοχηαστιχ ματριξ. Νοω ω ( ) w s 2w2 w----- r r r Π = 2 2 β (1----- β) Λ , t 2r 2 9 0 r=0 w+1 and similarly for Π . Συβτραχτινγ ψιελδσ ω+1 ( ) w+1 w s 2w2 w----- r r r Π -----Π = γ 2 2 β (1----- β) Λ , t r 2r2 9 0 r=0 where γ := β(ω+1)/(ω+1----- r) -----1. Now γ > 0 ιϕ ρ > θ := (ω+1)(1----- β), ανδ γ ≤ 0 ρ ρ ρ ρ ιϕ ρ ≤ θ; τογετηερ ωιτη 0 ≤ Λ (φ,κ) ≤ 1, ωε γετ ( ) ( ) s 2w2 w----- r r w+1 w s 2w2 w----- r r γ 2 2 β (1----- β) ≤ [Π -----Π ](φ,κ) ≤ γ 2 2 β (1----- β) . t r 2r2 t r 2r2

9 0 9 0 r≤θ ρ>θ

-------------------------------------------------------- 40If Π ωερε α στριχτλψ ποσιτιϖε ματριξ, τηισ ωουλδ βε α στανδαρδ ρεσυλτ, ω βεχαυσε τηεν Π ωουλδ χονϖεργε το τηε ινϖαριαντ ματριξ. Ηοωεϖερ ωε ονλψ κνοω τηατ τηε διαγοναλ ελεμεντσ αρε ποσιτιϖε. Τηισ ιμπλιεσ τηατ, ιϕ ω ισ λαργε, τηεν ωιτη ηιγη προβαβιλιτψ τηερε ωιλλ βε α ποσιτιϖε ϕραχτιον οϕ περιοδσ ωηεν τηε προχεσσ δοεσ νοτ μοϖε. Βυτ τηισ νυμβερ ισ ρανδομ, σο τηε προβαβιλιτιεσ οϕ γοινγ ϕρομ φ το κ ιν ω στεπσ ορ ιν ω+1 στεπσ σηουλδ βε αλμοστ τηε σαμε (σινχε ιτ ισ λικε ηαϖινγ ρ ∀σταψ πυτ∀ τρανσιτιονσ ϖερσυσ ρ+1).

Χονσιδερ τηε λεϕτ−μοστ συμ. Ιτ εθυαλσ ( ) ( ) s 2w+12 w+1----- r r s 2w2 w----- r r

2 2 β (1----- β) ----- 2 2 β (1----- β) = Γ (θ) -----G (q), t 2 r 2 t 2r2 w+1 w 9 0 9 0 r≤θ ρ≤θ ωηερε Γ (⋅) δενοτεσ τηε χυμυλατιϖε διστριβυτιον ϕυνχτιον οϕ α συμ οϕ ν ν ινδεπενδεντ Βερνουλλι ρανδομ ϖαριαβλεσ, εαχη ονε ηαϖινγ τηε ϖαλυε 0 ωιτη προβαβιλιτψ β ανδ τηε ϖαλυε 1 ωιτη προβαβιλιτψ 1----- β. Υσινγ τηε νορμαλ αππροξιματιον ψιελδσ (Φ δενοτεσ τηε στανδαρδ νορμαλ χυμυλατιϖε διστριβυτιον ϕυνχτιον): 1 1 Γ (θ) -----G (q) = Φ(ξ) -----Φ(ψ) + Ο(------------------------------ ) + O(------------ ), q==================== 6 q 6======== w+1 w e(w+1) ew

where

q----- (w+1)(1----- β) θ----- w(1----- β) ξ := --------------------------------------------------------- and y := ---------------------------------------- ; q================================================ 6 q============================== 6 e(w+1)β(1----- β) ewβ(1----- β)

----- 1/2 ----- 1/2 the two error terms O((w+1) ) and O(w ) are given by the Berry----- Ess›en

Theorem (see Feller [1965, Theorem XVI.5.1]). By definition of q we have

----- 1/2 x = 0 and y = O(w ). The derivative of Φ ισ βουνδεδ, σο Φ(ξ) -----Φ(ψ) =

----- 1/2 ----- 1/2 O(x -----y) = O(w ). Altogether, the left-most sum is O(w ). A similar

computation applies to the right-most sum. 44444

----- i 2 –1/2 • Προοϕ οϕ Στεπ Μ8: Στεπσ Μ5 ανδ Μ7 ιμπλψ α (φ,σ ) = Ο(ω /τ + ω ). τ,ω Τηε ϕορμυλα οϕ Στεπ Μ2 τηεν ψιελδσ 2ω ±1/2 Ρ • Ε[Α 1h ] = O(-------------+ w ). t t+w t t

Adding over w = 1, 2, ..., v, and substituting into Step M1 gives the result v γ γ+1 (ρεχαλλ τηατ ∑ ω = Ο(ϖ ) ϕορ γ ≠ ----- 1). 44444 w=1

• Προοϕ οϕ Στεπ Μ9: Ωε υσε τηε ινεθυαλιτψ οϕ Στεπ Μ8 ϕορ τ = τ ανδ ϖ =ν 5/3 5/3 2/3 3 2 τ -----t . Because v = 3(n+1) 4 -----3n 4 = O(n ), we have v = O(n ) and n+1 n

1/2 5/3+1/3 2 t v = O(n ) = O(n ), and the result follows. 44444

• Προοϕ οϕ Στεπ Μ10: Τακινγ εξπεχτατιον ιν τηε εξπρεσσιον οϕ Στεπ Μ9 ψιελδσ 2 2 2 Ε[τ ρ ] ≤ Ε[τ ρ ] + Ο(ν ). ν+1 τ ν τ ν+1 ν 2 3 3 10/3 ----- 1/3 So, by iterating, E[t ρ ] = Ο(ν ), ορ Ε[ρ ] = Ο(ν / ν ) = Ο(ν ). ν τ τ ν ν Το οβταιν τηε αλμοστ συρε χονϖεργενχε, διϖιδε τηε ϕορμυλα οϕ Στεπ Μ9 βψ 2 2 2 τ , το γετ (νοτε τηατ τ / τ ≤ 1) ν+1 ν ν+1 ----- 4/3 E[ρ 1h ] ≤ ρ + Κ ν τ τ τ ν+1 ν ν ϕορ αν αππροπριατε χονσταντ Κ < ∞. Δεϕινε ∞ s ----- 4/3 X := ρ + Κ ν . ν τ t n ν=ν Τηεν (Ξ ) ισ α νον−νεγατιϖε συπερ−μαρτινγαλε, αδαπτεδ το τηε σεθυενχε ν ν=1,2,... οϕ ϕιελδσ γενερατεδ βψ τηε ηιστοριεσ η , ι.ε., Ε[Ξ 1h ] ≤ Ξ . Ιτ τ ν+1 τ ν ν ν τηερεϕορε χονϖεργεσ α.σ. ασ ν -----L ∞ (σεε Λο≠ϖε [1978, 32.3.Α(ι)]). Τηε λιμιτ Ξ σατισϕιεσ βψ Φατου∋σ λεμμα Ε[Ξ ] ≤ λιμ Ε[Ξ ] = λιμ Ε[ρ ] = 0 (τηε σεριεσ ∞ ∞ ν ν ν τν ----- 4/3 ∑ ν χονϖεργεσ, σο ιτσ ταιλ γοεσ το 0). Τηυσ Ξ = 0 α.σ., ορ Ξ -----L 0, so ν ∞ ν ρ -----L 0. 44444 tn 2 • Προοϕ οϕ Στεπ Μ11: Σινχε ρ = ∑ [Ρ (φ,κ)] , τηε πρεϖιουσ Στεπ Μ10 τ φ≠κ τ ν ν ιμπλιεσ τηατ Ρ (φ,κ) -----L 0 a.s. as n -----L ∞, ϕορ αλλ φ ≠ κ. Ωηεν τ ≤ τ ≤ τ , τ ν ν+1 ν ----- 1 we have R (j,k) -----R (j,k) = O(n ) by the inequality of Step M3, so t tn

R (j,k) -----L 0 a.s. as t -----L ∞. 44444 t

Appendix 2. Proof of the Results for the Unknown Game Case

In this Appendix we will prove the two Theorems B and B’ of Section 4

together. Let δ δ := ------- , t γτ

ωηερε δ > 0 ανδ 0 ≤ γ < 1/3. Φορ Τηεορεμ Β τακε γ = 0, ανδ ϕορ Τηεορεμ Β∋, γ > 0. Ασ ιν τηε προοϕ οϕ τηε Μαιν Τηεορεμ ιν Αππενδιξ 1, ωε ϕιξ πλαψερ ι ιν Ν, ανδ δροπ ρεϕερενχε το τηε ινδεξ ι ωηενεϖερ τηισ χαννοτ χαυσε χονϕυσιον. Ιν αδδιτιον το τηε νοτατιον ιντροδυχεδ τηερε, ωε δεϕινε ϕορ εαχη τ = 1, 2, ... ανδ εαχη (φ,κ) ιν Λ ιπ (φ) τ Ζ (φ,κ) := ----------------------

1 i -----1 i ; t i {s =k} {s =j} p (k) t t t i B (j,k) := Z (j,k) u (s ) t t t

(thus C (j,k) = (1/t) ∑ Β (φ,κ)); ανδ τ τ≤τ τ ( 2 1 + 1 1 2 (1----- δ ) μιν{------C (j,k), ------------------ } + δ -------- , if k ≠ φ, 2 t μ τ μ----- 1 t m 2 2 Π (φ,κ) := { t 2 2 # s 1 + 1 $ 1 2 (1----- δ ) 1 ----- min{------C (j,k′), ------------------ } + δ -------- , if k = j. 2 t 3 t μ τ μ----- 1 4 t m 2 k′≠φ 9 i i Note that Π (φ,⋅) ∈ Δ(Σ) ϕορ αλλ φ ∈ Σ , τηυσ Π ισ α προβαβιλιτψ τρανσιτιον τ τ ι ι ι ματριξ ον Σ . Βοτη προχεδυρεσ (4.2) ανδ (4.3) σατισϕψ π (κ) = Π (σ ,κ) ϕορ τ+1 τ τ αλλ κ (ωηερε, αγαιν, γ = 0 χορρεσπονδσ το (4.2) ανδ γ > 0 το (4.3)). Λετ Λ 2 ρ := [διστ(Χ , R )] t t -----

L be the squared distance (in R ) of the vector C from the non-positive orthant t L + 2 R . Thus ρ = ∑ [Χ (φ,κ)] . ----- t j≠κ τ Τηε προοϕ οϕ Τηεορεμσ Β ανδ Β∋ ωιλλ βε διϖιδεδ ιντο 16 στεπσ, Β1 − Β16. Στεπ Β16, τογετηερ ωιτη τηε Προποσιτιον οϕ Σεχτιον 3, χομπλετεσ τηε προοϕ. Ωε νοτε τηατ Στεπσ Β1 − Β10 ηολδ ϕορ ανψ νον−ινχρεασινγ σεθυενχε δ > 0, ωηερεαστ ----- γ Στεπσ Β11 − Β16 μακε υσε οϕ τηε ρατε οϕ τηε σπεχιαλ ϕορμ δ = δ τ . Α γυιδε τ το τηε προοϕ ϕολλοωσ τηε στατεμεντ οϕ τηε στεπσ.

ϖ 2 2 2 s + v • Στεπ Β1: Ε[(τ+ϖ) ρ 1h ] ≤ τ ρ + 2τ Χ • Ε[Β 1h ] + O(--------------------- ). t+v t t t t t+w t 2δ ω=1 τ+ϖ 41 Δεϕινε s 1 + i s 1 + i β (φ) := ------C (k,j) p (k) ----- ------C (j,k) p (j). t+w t μ τ τ+ω t μ τ τ+ω κ≠φ κ≠φ + # s i ----- i $1 • Στεπ Β2: Χ • Ε[Β 1h ] = μ Ε υ (φ,σ ) β (φ) η ,1 t t+w t 3 t t+w t+w t4 i j∈Σ ϖ • Στεπ Β3: Π (φ,κ) -----Π (φ,κ) = Ο(-------------------------- + [δ -----δ ]). τ+ϖ τ τ δ τ τ+ϖ τ+ϖ Δεϕινε τ 1 2Μ 1 s ¯ ϑ := ------------------

-------------------

> 0; Z (j,k) := ----- Z (j,k); and m----- 1 μ τ τ t t τ=1 s M + ¯ Y := [---------Z (j,k) -----ϑ] . τ t μ τ (φ,κ)∈Λ

-------------------------------------------------------- 41Note that β (φ) ισ μεασυραβλε ωιτη ρεσπεχτ το η (αχτυαλλψ, ιτ δεπενδσ τ+ω τ+ω ------- i i only on h and s , but not on s ).

t+w-1 t+w t+w

1 + • Στεπ Β4: Π (φ,κ) -----------C (j,k) = O(Y + δ ) ϕορ αλλ φ ≠ κ. τ μ τ τ τ + # s i ----- i 2 i $1 • Στεπ Β5: Χ • Ε[Β 1h ] = μ Ε υ (φ,σ ) [Π -----Π ](σ ,φ) η1 t t+w t 3 t t+w t t t+w----- 1 t4 i j∈Σ ω + Ο(Ψ + δ + ---------------------------- ). t t t δτ+ω ⊥ Ρεχαλλ τηε αυξιλιαρψ προχεσσ (σ ) ασ δεϕινεδ ιν Στεπ Μ4 ιν τ+ω ω=0,1,2,... Αππενδιξ 1. 2ω ⊥ • Στεπ Β6: Π[σ = σ1h ] -----P[s = s1h ] = O(---------------------------------

+ w [δ -----δ ]). τ+ω τ τ+ω τ τ δ τ τ+ω τ+ω

+ # s i ----- i 2 i $ ^ ^ 1 • Στεπ Β7: Χ • Ε[Β 1h ] = μ Ε υ (φ,σ ) [Π -----Π ](σ ,φ) η1 t t+w t 3 t t+w t t t+w----- 1 t4 i j∈Σ 2ω + Ο(Ψ + δ + ----------------------------

+ w [δ -----δ ]). τ τ τ δ τ τ+ω τ+ω

# s i ----- i 2 i $ 42 ^ ^ 1 • Στεπ Β8: Ε υ (φ,σ ) [Π -----Π ](σ ,φ) η1 3 t t+w t t t+w----- 1 t4 i j∈Σ s ----- i ----- i w+1 w i w ^ = P[s = s 1h ] [Π -----Π ](σ ,φ) = Ο((1----- δ ) ). t t+w t t t t t

----- is 2 2 • Στεπ Β9: Ε[(τ+ϖ) ρ 1h ] ≤ τ ρ τ+ϖ τ τ 3 2 ϖ 2 τ ϖ + Ο(τ ϖ Ψ + τ ϖ δ + -------------------+ t v [δ -----δ ] + --------+ ------------------- ). t t δ τ τ+ϖ δ 2 τ+ϖ τ δτ+ϖ

• Στεπ Β10: (ι) Ε[Ζ (φ,κ)1h ] = 0; t t----- 1

----- 1 (ii) Var[Z (j,k)] = O(δ ); ανδ τ τ --------------------------------------------------------

----- 1/2 42One could use here another estimate, O(w ), as in Steps M6 and M7 in the

proof of the Main Theorem; it would have made no difference.

----- 1/2 ----- 1/2 (iii) E[Y ] = O(t δ ). τ τ ⊕ • Στεπ Β11: Ζ (φ,κ) -----L 0 a.s. as t -----L ∞. τ 3/2 Φορ εαχη ν = 1, 2, ..., λετ τ ::= 3n 4 be the largest integer not n 3/2 exceeding n . 2 2 2----- 3γ/2 2 3/2+3γ/2 • Στεπ Β12: Ε[τ ρ 1h ] ≤ τ ρ + Ο(δ ν + Ψ ν + ν ). ν+1 τ τ ν τ τ ν+1 ν ν ν ----- 3γ/2 3γ/2----- 1/2 • Στεπ Β13: Ε[ρ ] = Ο(δ ν + ν ). τν • Στεπ Β14: Ιϕ δ = δ ϕορ αλλ τ, τηεν Ε[ρ ] = Ο(δ). τ τ ----- λ • Στεπ Β15: Ιϕ δ -----L 0 (i.e., γ > 0), τηεν Ε[ρ ] = Ο(ν ), ωηερε τ τν λ := μιν {3γ/2, (1----- 3γ)/2} > 0, ανδ ρ -----L 0 a.s. as n -----L ∞. τν q6===== + • Στεπ Β16: (ι) Ιϕ δ = δ ϕορ αλλ τ, τηεν λιμσυπ Ε[Δ (φ,κ)] = Ο(eδ). τ τ τ-----L∞ + (ιι) Ιϕ δ -----L 0 (i.e., if γ > 0), τηεν λιμ Δ (φ,κ) = 0. τ ττ-----L∞ Ωε νοω προϖιδε α σηορτ ιντυιτιϖε οϖερϖιεω οϕ τηε στεπσ οϕ τηε προοϕ. Τηε προοϕ ισ βασεδ ον τηε προοϕ οϕ τηε Μαιν Τηεορεμ ιν Αππενδιξ 1, ωιτη α νυμβερ οϕ αδδιτιοναλ στεπσ νεεδεδ το τακε χαρε οϕ τηε μοδιϕιχατιονσ. Μοστ οϕ τηε ι ι + προοϕ ισ δεϖοτεδ το σηοωινγ τηατ τηε μοδιϕιεδ ρεγρετσ Θ ≡ [Χ ] αρε σμαλλ τ τ (σεε Στεπσ Β14 ανδ Β15). Φρομ τηισ ονε ρεαδιλψ γετσ ιν Στεπ Β16 τηατ τηε ι ι + ι ι αχτυαλ ρεγρετσ Ρ ≡ [Δ ] αρε αλσο σμαλλ, σινχε τηε διϕϕερενχε Χ -----D is a t t t t

martingale converging almost surely to 0 (see Steps B10 and B11). The main

steps in the proof are as follows: We start with the basic recursion equation

in Step B1 (similar to M1). Next, we estimate the "middle term" on the right- ^ hand of B1 by approximating the s-process with the s-process, which is

independent across players (Steps B2 - B7; parallel to M2 - M6). This leads to a formula comparable to (3.5), except that the invariant distribution in

(3.5b) is replaced here by the transitions after w and w+1 periods, which are

close to one another (Step B8; compare with M7). Finally, we obtain the

recursion formula in Step B9. When comparing this formula with the parallel

one in M8, we see that in B9 there are additional terms; one of them (that

comes about because the modified regrets are not bounded) contains a random

variable Y . Step B10(iii), Step B11 and the proof of Step B15 show that this t term also goes to zero. The next steps, B12 - B15, complete the proof for the

modified regrets, in a manner that is similar (though more complicated, partly

because of the Y terms) to M9 - M11. As we have indicated above, Step B16 t yields the result for the actual regrets.

We now proceed to the proofs of B1 - B16. • Προοϕ οϕ Στεπ Β1: Σιμιλαρ το τηατ οϕ Στεπ Μ1, ωιτη Β ανδ Χ, ρεσπεχτιϖελψ, ρεπλαχινγ Α ανδ Δ τηερε. Νοτε τηατ Ζ (φ,κ) ισ βουνδεδ βψ τ+ω μ/δ ωηιχη, ϕορ ω ≤ ϖ, ισ ατ μοστ μ/δ (τηε σεθυενχε δ ισ τ+ω τ+ϖ τ ----- 2 non-increasing), therefore NB N and NCN are O(δ ) ----------which yields the t+w t t+v

bound on the third term. 44444

i • Προοϕ οϕ Στεπ Β2: Νοτε τηατ Β (φ,κ) ϖανισηεσ εξχεπτ ωηεν σ = φ ορ τ+ω τ+ω ----- i k. We condition on h and s (i.e., on the whole history h except t+w----- 1 t+w t+w

player i’s choice at time t+w):

----- i ----- i E[B (j,k)1h , s = s ] t+w t+w----- 1 t+w ip (j) i t+w i ----- i i i ----- i = p (k) --------------------------------- u (k,s ) -----p (j) u (j,s ) t+w i t+w

p (k) t+w i i ----- i i ----- i = p (j) [u (k,s ) -----u (j,s )]. t+w Hence

+ ----- i ----- i s s + i i ----- i i ----- i C • Ε[Β 1h , s = s ] = C (j,k) p (j) [u (k,s ) -----u (j,s )] t t+w t+w----- 1 t+w t t t t+w j k≠φ s i ----- i # s + i s + i $ = u (j,s ) C (k,j) p (k) -----C (j,k) p (j) t 3 t t t+w t t t+w 4 j k≠φ κ≠φ ι ----- i (we have collected together all terms containing u (j,s )). Conditioning now

on h yields the result. 44444 t

• Προοϕ οϕ Στεπ Β3: Ωε ηαϖε ϖ s (t+v) 2C (j,k) -----C (j,k)2 ≤ 2B (j,k) -----C (j,k)2.

t+v t t t+w t w=1 ----- 1 Since both B (j,k) and C (j,k) are O(δ ), ωε γετ Χ (φ,κ) -----C (j,k) = t+w t t+v t+v t

----- 1 ----- 1 O(vt δ ). Φορ φ ≠ κ, τηε διϕϕερενχε βετωεεν Π (φ,κ) ανδ Π (φ,κ) ισ τ+ϖ τ+ϖ τ ----- 1 ----- 1 ----- 1 therefore at most (1----- δ ) Ο(ϖτ δ ) + (δ -----δ ) (μ----- 1) . For j = k, it is t t+v t t+v

at most m----- 1 times this amount. 44444

+ • Προοϕ οϕ Στεπ Β4: Ιϕ (1/μ) Χ (φ,κ) ≤ 1/(μ----- 1), then t 1 + 1 1 + Π (φ,κ) -----------C (j,k) = δ [-------------------C (j,k)], t μ τ τ μ μ τ + ανδ τηισ λιεσ βετωεεν 0 ανδ δ /μ. Ιϕ (1/μ) Χ (φ,κ) ≥ 1/(μ----- 1), then Π (φ,κ) = τ τ τ (1----- δ )/(μ----- 1) + δ /μ ≤ 1/(μ----- 1), so t t t 1 + 1 1 1 s i ------C (j,k) ≤ ------2C (j,k)2 ≤ ----------- 2Z (j,k)2 2u (s )2 μ τ μ τ μ τ t τ τ τ=1 2Μ Μ 1 Μ ⊕ ⊕ ≤ --------------

+ ---------Z (j,k) = ------------------

-----ϑ + ---------Z (j,k) μ μ τ μ----- 1 μ τ Μ + ⊕ ≤ Π (φ,κ) + Ο(δ ) + [---------Z (j,k) -----ϑ] , τ τ μ τ ωηερε ωε ηαϖε υσεδ τηε ινεθυαλιτψ 2Z (j,k)2 ≤ 2 + Ζ (φ,κ) (σινχε τηε ονλψ τ τ ποσσιβλε νεγατιϖε ϖαλυε οϕ Ζ (φ,κ) ισ ----- 1). Together with τ 1 1 + Π (φ,κ) ≤ ------------------

≤ ------C (j,k), t m----- 1 μ τ τηε προοϕ ισ χομπλετε. 44444

i • Προοϕ οϕ Στεπ Β5: Δενοτε σ βψ ρ, τηεν τ+ω----- 1

s 1 + s 1 + β (φ) = ------C (k,j) Π (ρ,κ) ----- ------C (j,k) Π (ρ,φ). τ+ω t μ τ τ+ω----- 1 t μ τ τ+ω----- 1 k≠φ κ≠φ Αλσο, 2 2 [Π -----Π ](ρ,φ) = [Π ](ρ,φ) -----Π (ρ,φ) τ τ τ τ s s = Π (κ,φ) Π (ρ,κ) -----Π (ρ,φ) Π (φ,κ) t t t t t t i i k∈Σ κ∈Σ s s = Π (κ,φ) Π (ρ,κ) -----Π (φ,κ) Π (ρ,φ) t t t t t t k≠φ κ≠φ (ωε ηαϖε συβτραχτεδ τηε φ−τη τερμ ϕρομ βοτη συμσ). Χομπαρινγ τηε λαστ 2 εξπρεσσιον ωιτη β (φ), ωε σεε τηατ [Π -----Π ](ρ,φ) ισ οβταινεδ βψ ρεπλαχινγ τ+ω τ τ + εαχη Χ /μ ανδ εαχη Π ιν β (φ) βψ Π . Τηυσ τ τ+ω----- 1 t+w t

2 s 1 + β (φ) -----[Π -----Π ](ρ,φ) = [------C (k,j) -----Π (κ,φ)] Π (ρ,κ) τ+ω τ τ t μ τ τ τ+ω----- 1 k≠φ s+ Π (κ,φ) [Π (ρ,κ) -----Π (ρ,κ)] t t t+w----- 1 t k≠φ s 1 + -----[------C (j,k) -----Π (φ,κ)] Π (ρ,φ) t μ τ τ τ+ω----- 1 k≠φ s-----Π (φ,κ) [Π (ρ,φ) -----Π (ρ,φ)] t t t+w----- 1 t k≠φ ω = Ο(Ψ + δ + ---------------------------- ), t t t δτ+ω

βψ τηε εστιματεσ οϕ Στεπσ Β3 ανδ Β4. Ιτ ονλψ ρεμαινσ το συβστιτυτε τηισ ιντο τηε ϕορμυλα οϕ Στεπ Β2. 44444

• Προοϕ οϕ Στεπ Β6: Ιδεντιχαλ το τηε προοϕ οϕ Στεπ Μ4, υσινγ τηε εστιματε οϕ Στεπ Β3 ινστεαδ οϕ τηατ οϕ Στεπ Μ3. 44444

^ • Προοϕ οϕ Στεπ Β7: Ρεπλαχινγ (σ ) βψ (σ ) ιν τηε ϕορμυλα οϕ Στεπ τ+ω ω τ+ω ω Β5 γιϖεσ αν αδδιτιοναλ ερρορ τηατ ισ εστιματεδ ιν Στεπ Β6 (νοτε τηατ τηε τωο ⊥ προχεσσεσ (σ ) ανδ (σ ) σταρτ ϕρομ τηε σαμε ηιστορψ η ). 44444 t+w w t+w w t

----- i i ^ ^ • Προοϕ οϕ Στεπ Β8: Ασ ιν Στεπ Μ6, σ ανδ σ αρε ινδεπενδεντ γιϖεν τ+ω τ+ω----- 1 h . Hence: t # s i ----- i 2 i $ ^ ^ 1 E u (j,s ) [Π -----Π ](σ ,φ) η1 3 t t+w t t t+w----- 1 t4 i j∈Σ s ----- i ----- i s i 2 ^ ^ = P[s = s 1h ] P[s = r1h ] [Π -----Π ](ρ,φ) t t+w t t t+w----- 1 t t t

----- i ----- i i s ∈Σ ρ∈Σ s ----- i ----- i s w----- 1 i 2 ^ = P[s = s 1h ] Π (σ ,ρ) [Π -----Π ](ρ,φ) t t+w t t t t t t

----- i r s s ----- i ----- i w+1 w i ^ = P[s = s 1h ] [Π -----Π ](σ ,φ).

t t+w t t t t

----- is

Now Π ισ αν μ × μ στοχηαστιχ ματριξ ωιτη αλλ εντριεσ ατ λεαστ δ /μ > 0, τ τ ω+1 ω ιμπλψινγ, ασ ιτ ισ ωελλ−κνοων, τηατ 2[Π ](κ,φ) -----[Π ](κ,φ)2 ≤ τ τ ω (1 -----m δ /μ) . 44444 t

• Προοϕ οϕ Στεπ Β9: Πυττινγ τογετηερ τηε εστιματεσ οϕ Στεπσ Β8 ανδ Β9 ϖ ω (νοτε τηατ ∑ (1----- δ ) ≤ 1/δ ) ψιελδσ ω=1 τ τ ϖ 3 s + t v 2 t 2t C • Ε[Β 1h ] = O(t v Y + t v δ + -------------------+ t v [δ -----δ ] + -------- ).

t t t+w t t t δ τ τ+ϖ δ τ+ϖ τ ω=1 Ρεχαλλινγ τηε ϕορμυλα οϕ Στεπ Β1 χομπλετεσ τηε προοϕ. 44444

• Προοϕ οϕ Στεπ Β10: Βψ δεϕινιτιον Ζ (φ,κ),τ ιπ (φ) τ ι ι Ε[Ζ (φ,κ)1h ] = ---------------------- p (k) -----p (j) = 0.

t t----- 1 i t t p (k)t

Therefore (Z (j,k)) are martingale differences, and E[Z (j,k)] = 0. Also t t t

2 # 2 $ Var[Z (j,k)] = E[Z (j,k)] = E E[Z (j,k)1h ]

t t 3 t t----- 1 4 q e i 2 2 2 (p (j)) 2 2 t i 2 i # 1 $ m = E2--------------------------------- p (k) + (----- 1) p (j)2 ≤ Ε ----------------------≤ -------- .

i 2 t t 3 i 4 δ 2 2 (p (k)) p (k) t 2 2 t t z c From this we get t 1 s m ¯ Var[Z (j,k)] = --------Var[Z (j,k)] ≤ ---------------- t 2 t τ τ δ τ τ τ=1 (τηε ϖαριανχε οϕ τηε συμ οϕ μαρτινγαλε διϕϕερενχεσ ισ τηε συμ οϕ τηειρ + ϖαριανχεσ). Φιναλλψ, σινχε ϑ > 0 ωε ηαϖε [ζ -----ϑ] ≤ 2ζ2, so

1/2 1/2 M + M # M $ # m $ ¯ ¯¯ E[---------Z (j,k) -----ϑ] ≤ Ε2---------Z (j,k)2 ≤ ςαρ[---------Z (j,k)] ≤ ----------------.

μ τ μ τ 3 μ τ 4 3t δ 4t

Summing over all j ≠ κ γιϖεσ τηε εστιματε ϕορ Ε[Ψ ]. 44444t

• Προοϕ οϕ Στεπ Β11: Βψ Στεπ Β10, ∞ ∞ s 1 s m --------Var[Z (j,k)] ≤ --------------------- . t 2 t t 2 t t δ τ=1 τ=1 τ ⊕ Τηισ σεριεσ χονϖεργεσ, σινχε γ < 1/3. Τηερεϕορε Ζ (φ,κ) -----L 0 a.s. (see Lo„ve t [1978, 32.1.E]). 44444

3/2 • Προοϕ οϕ Στεπ Β12: Αππλψ τηε ινεθυαλιτψ οϕ Στεπ Β10 ωιτη τ = τ = νν 1/2 3/2 ----- γ ----- 3γ/2 ανδ ϖ = τ -----t . Then: v = O(n ); δ = δ (ν ) = δ ν ; ν+1 ν τ ----- 3γ/2 ----- 3γ/2 ----- 3γ/2----- 1 δ = δ (ν+1) = Ο(ν ); δ -----δ = Ο(ν ), σο τ+ϖ τ τ+ϖ 2 2 Ε[τ ρ 1h ] ≤ τ ρ ν+1 τ τ ν τ ν+1 ν ν 2 2----- 3γ/2 3/2+3γ/2 3/2----- 3γ/2 3/2+3γ/2 1+3γ + Ο(Ψ ν + δ ν + ν + ν + ν + ν ). τν Νοω 3/2 -----3γ/2 ανδ 1 + 3γ αρε βοτη < 3/2 + 3γ/2 (ρεχαλλ τηατ γ < 1/3). 44444

----- 1/2 ----- 1/2 • Προοϕ οϕ Στεπ Β13: Βψ Στεπ Β10, Ε[Ψ ] = Ο(τ δ ) = τ ν τ ν ν ----- 3/4+3γ/4 ----- 1/2 2 3/2 43 O(n ) = o(n ) (since γ < 1/3); τηυσ ν Ε[Ψ ] = ο(ν ). Τακινγ τν εξπεχτατιον ιν τηε ϕορμυλα οϕ Στεπ Β12, ωε τηυσ γετ 2 2 2----- 3γ/2 3/2+3γ/2 Ε[τ ρ ] ≤ Ε[τ ρ ] + Ο(δ ν + ν ). ν+1 τ ν τ ν+1 ν 2 3----- 3γ/2 5/2+3γ/2 ----- 3γ/2 Σο, βψ ιτερατινγ, Ε[τ ρ ] = Ο(δ ν + ν ), ορ Ε[ρ ] = Ο(δ ν ν τ τ ν ν ----- 1/2+3γ/2 + ν ). 44444 --------------------------------------------------------

43We write "f(n) = o(g(n))" (note: small "o") to mean that f(n)/g(n) -----L 0 as

n -----L ∞.

• Προοϕ οϕ Στεπ Β14: Βψ Στεπ Β13, Ε[ρ ] = Ο(δ). Ωηεν τ ≤ τ ≤ τ , ωε τ ν ν+1 ν + + ηαϖε Ε[Χ (φ,κ)] -----E[C (j,k)] = O(δ) ϕορ αλλ φ ≠ κ (χομβινε τηε εστιματεσ οϕ τ τν 2 Στεπσ Β3, Β4 ανδ Β10), σο Ε[ρ ] -----E[ρ ] = Ο(δ ). 44444 t tn

----- λ • Προοϕ οϕ Στεπ Β15: Βψ Στεπ Β13, Ε[ρ ] = Ο(ν ) -----L 0 as n -----L ∞. Στεπ τν Β12 γιϖεσ 2 2 2----- λ 2 Ε[τ ρ 1h ] ≤ τ ρ + Ο(ν + Ψ ν ). ν+1 τ τ ν τ τ ν+1 ν ν ν 2 2 2 Διϖιδε βψ τ , το γετ (νοτε τηατ τ / τ ≤ 1) ν+1 ν ν+1 Ε[ρ 1h ] ≤ ρ + η , τ τ τ ν ν+1 ν ν ----- 1----- λ ----- 1 where η := Κ (ν + ν Ψ ) ϕορ αν αππροπριατε χονσταντ Κ < ∞. ν τν ⊕ Βψ Στεπ Β10, τηε ϕολλοωινγ στατεμεντσ ηολδ ωιτη προβαβιλιτψ 1: Ζ (φ,κ)τ + ⊕ χονϖεργεσ το 0 ασ τ γοεσ το ∞; τηερεϕορε, [(Μ/μ) Ζ (φ,κ) -----ϑ] = 0 ϕορ αλλ τ εξχεπτ ϕινιτελψ μανψ τ∋σ (ρεχαλλ τηατ ϑ > 0); σο τηε σεριεσ ∑ η χονϖεργεσ.τ τ Μορεοϖερ, τηε εστιματε ϕορ Ε[Ψ ] ιν Στεπ Β10 ιμπλιεσ τηατ ∑ Ε[η ] αλσο τ τ τ χονϖεργεσ. Λετ ν----- 1 s X := ρ ----- η . ν τ t ν ν ν=1 Τηεν Ε[Ξ 1h ] ≤ Ξ , σο (Ξ ) ισ α συπερ−μαρτινγαλε (αδαπτεδ το τηε ν+1 τ ν ν ν=1,2,... ν ----- sequence of fields generated by the histories (h ) ). Moreover, sup E[X ] ≤ τ ν ν ν ν ν----- 1 ∞ συπ Ε[∑ η ] ≤ ∑ Ε[η ] < ∞, σο (Ξ ) χονϖεργεσ α.σ. ασ ασ ν -----L ∞ (σεε ν ν ν ν=1 ν ν ν Λο≠ϖε [1978, 32.3.Α(ι)]). Χαλλ τηε λιμιτ Ξ , ανδ δεϕινε ∞ ∞ s ρ := Ξ + η . ∞ ∞ t ν ν=1

Τηεν ∞ ∞ ∞ s s s ρ + η = Ξ + η -----L X + η = ρ . τ t ν ν t ν ∞ t ν ∞ ν ν=ν ν=1 ν=1 ∞ Βυτ ∑ η -----L 0 as n -----L ∞, σο ρ -----L ρ . Φατου∋σ λεμμα ιμπλιεσ Ε[ρ ] ≤ ν=ν ν τ ∞ ∞ ν λιμ Ε[ρ ] = 0, σο ρ = 0 α.σ. 44444 n t ∞ ν ι ι ----- i • Προοϕ οϕ Στεπ Β16: Ωε ηαϖε 1 ι υ (σ ) = 1 ι υ (κ,σ ), σο {σ =κ} τ {σ =κ} τ τ τ Β (φ,κ) -----A (j,k) t t ip (j)

# t $ i i ----- i i = ----------------------

1 i -----1 i u (s ) -----1 i [u (k,s ) ----- u (s )] 3 i {s =k} {s =j}4 t {s =j} t t p (k) t t t t ip (j)

# t $ i ----- i i ----- i = ----------------------

1 i -----1 i u (k,s ) = Z (j,k) u (k,s ). 3 i {s =k} {s =j}4 t t t p (k) t t t i ----- i But s and s are independent given h , therefore E[B (j,k) -----A (j,k)1h ] t t t----- 1 t t t----- 1

i ----- i = E[Z (j,k)1h ] E[u (k,s )1h ] = 0, since the first term is 0 by Step t t----- 1 t t----- 1

B10. So (B (j,k) -----A (j,k)) are martingale differences, and t t t

2 i ----- i 2 Var[B (j,k) -----A (j,k)] = E[Z (j,k) (u (k,s )) ]

t t t t

2 2 ----- 1 ≤ Μ Ε[Ζ (φ,κ)] = Ο(δ ). τ τ 2 Τηυσ τηε σεριεσ ∑ ςαρ[Β (φ,κ) -----A (j,k)] / t converges, implying that t t t

C (j,k) -----D (j,k) = (1/t) ∑ [Β (φ,κ) -----A (j,k)] -----L 0 a.s. as t -----L ∞ (αγαιν, τ τ τ≤τ τ τ σεε Λο≠ϖε [1978, 32.1.Ε]). q==== 6 + + 2 In the case γ > 0 ωε ηαϖε Χ (φ,κ) ≤ ρ -----L 0 by Step B15, so D (j,k) -----L 0 t e t t

2 + + 2 a.s. In the case δ = δ ϕορ αλλ τ ωε γετ Ε [Χ (φ,κ)] ≤ Ε[[Χ (φ,κ)] ] ≤ Ε[ρ ] τ τ τ τ = Ο(δ) βψ Στεπ Β14, χομπλετινγ τηε προοϕ σινχε Ε[Δ (φ,κ)] = Ε[Χ (φ,κ)]. 44444 t t

Remark: For simplicity, we have assumed that all players use the same sequence (δ ) . Ιν χασε τηερε αρε διϕϕερεντ σεθυενχεσ (δ (ι′)) ϕορ τηε τ τ τ τ ----- γ(ι′) διϕϕερεντ πλαψερσ ι′, ωηερε δ (ι′) = δ(ι′) τ ϕορ σομε δ(ι′) > 0 ανδ τ 0 ≤ γ(ι′)< 1/3, τηεν ιτ ισ στραιγητϕορωαρδ το χηεχκ τηατ τηε εστιματε οϕ Β6 2 ----- 1 ----- 1 becomes ∑ Ο(ω τ (δ (ι′)) + ω [δ (ι′) -----δ (ι′)]). Τηισ ιμπλιεσ ι′∈Ν τ+ω τ τ+ω 2 2----- 3γ(ι)/2 2 τηατ τηε ριγητ−ηανδ σιδε ιν Στεπ Β12 ισ τ ρ + Ο(δ(ι) ν + Ψ ν + ν τ τ ν ν 3/2+3γ⊕/2 ν ), ωηερε γ⊕ := μαξ γ(ι′),ανδ τηε ϕιναλ ρεσυλτ ιν Β16 βεχομεσ: ι′∈Ν q========== 6 i + (i) If δ (ι) = δ(ι) ϕορ αλλ τ, τηεν λιμσυπ Ε[[Δ ] (φ,κ)] = Ο(eδ(ι)). τ τ τ ι + (ιι) Ιϕ δ (ι) -----L 0 (i.e., if γ(ι) > 0), τηεν λιμ [Δ ] (φ,κ) = 0. τ τ τ

ΡΕΦΕΡΕΝΧΕΣ Αυερ, Π., Ν. Χεσα−Βιανχηι, Ψ. Φρευνδ ανδ Ρ.Ε. Σχηαπιρε [1995], Γαμβλινγ ιν α Ριγγεδ Χασινο: Τηε Αδϖερσαριαλ Μυλτι−Αρμεδ Βανδιτ Προβλεμ, Προχεεδινγσ οϕ τηε 36τη Αννυαλ Σψμποσιυμ ον Φουνδατιονσ οϕ Χομπυτερ Σχιενχε, 322−331. Αυμανν, Ρ.ϑ. [1974], Συβφεχτιϖιτψ ανδ Χορρελατιον ιν Ρανδομιζεδ Στρατεγιεσ, ϑουρναλ οϕ Ματηεματιχαλ Εχονομιχσ 1, 67−96. Αυμανν, Ρ.ϑ. [1987], Χορρελατεδ Εθυιλιβριυμ ασ αν Εξπρεσσιον οϕ Βαψεσιαν Ρατιοναλιτψ, Εχονομετριχα 55, 1−18. Βα⇐οσ, Α. [1968], Ον Πσευδο−Γαμεσ, Τηε Ανναλσ οϕ Ματηεματιχαλ Στατιστιχσ 39, 1932−1945. Βλαχκωελλ, Δ. [1956α], Αν Αναλογ οϕ τηε Μινμαξ Τηεορεμ ϕορ ςεχτορ Παψοϕϕσ, Παχιϕιχ ϑουρναλ οϕ Ματηεματιχσ 6, 1−8. Βλαχκωελλ, Δ. [1956β], Χοντρολλεδ Ρανδομ Ωαλκσ, Προχεεδινγσ οϕ τηε Ιντερνατιοναλ Χονγρεσσ οϕ Ματηεματιχιανσ 1954, ςολ. ΙΙΙ, Νορτη−Ηολλανδ, 335−338.

Βροων, Γ.Ω. [1951], Ιτερατιϖε Σολυτιονσ οϕ Γαμεσ βψ Φιχτιτιουσ Πλαψ, Αχτιϖιτψ Αναλψσισ οϕ Προδυχτιον ανδ Αλλοχατιον, Τ.Χ. Κοοπμανσ (εδ.), Χοωλεσ Χομμισσιον Μονογραπη 13, Ωιλεψ, 374−376. Χαμερερ, Χ. ανδ Τ.−Η. Ηο [1996], Εξπεριενχε−Ωειγητεδ Αττραχτιον Λεαρνινγ ιν Γαμεσ: Α Υνιϕιεδ Αππροαχη (μιμεο). Ερεϖ,Ι. ανδ Α.Ε. Ροτη [1997], Πρεδιχτινγ Ηοω Πεοπλε Πλαψ Γαμεσ: Ρεινϕορχεμεντ Λεαρνινγ ιν Εξπεριμενταλ Γαμεσ ωιτη Υνιθυε, Μιξεδ Στρατεγψ Εθυιλιβρια, Αμεριχαν Εχονομιχ Ρεϖιεω (ϕορτηχομινγ). Φελλερ, Ω. [1965], Αν Ιντροδυχτιον το Προβαβιλιτψ Τηεορψ ανδ ιτσ Αππλιχατιονσ, ςολ. ΙΙ, 2νδ εδιτιον, Ωιλεψ. Φοστερ, Δ. ανδ Ρ.ς. ςοηρα [1991], Ασψμπτοτιχ Χαλιβρατιον, Βιομετρικα (ϕορτηχομινγ). Φοστερ, Δ. ανδ Ρ.ς. ςοηρα [1993], Α Ρανδομιζατιον Ρυλε ϕορ Σελεχτινγ Φορεχαστσ, Οπερατιονσ Ρεσεαρχη 41, 704−709. Φοστερ, Δ. ανδ Ρ.ς. ςοηρα [1996], Χαλιβρατεδ Λεαρνινγ ανδ Χορρελατεδ Εθυιλιβριυμ, (1στ ϖερσιον: 1993); Γαμεσ ανδ Εχονομιχ Βεηαϖιορ (ϕορτηχομινγ). Φοστερ, Δ. ανδ Ρ.ς. ςοηρα [1997], Ρεγρετ ιν τηε Ον−λινε Δεχισιον Προβλεμ (μιμεο). Φυδενβεργ, Δ. ανδ Δ.Κ. Λεϖινε [1995], Υνιϖερσαλ Χονσιστενχψ ανδ Χαυτιουσ Φιχτιτιουσ Πλαψ, ϑουρναλ οϕ Εχονομιχ Δψναμιχσ ανδ Χοντρολ 19, 1065−1090. Φυδενβεργ, Δ. ανδ Δ.Κ. Λεϖινε [1996], Χονδιτιοναλ Υνιϖερσαλ Χονσιστενχψ (μιμεο). Φυδενβεργ, Δ. ανδ Δ.Κ. Λεϖινε [1997], Τηεορψ οϕ Λεαρνινγ ιν Γαμεσ (μιμεο). Ηανναν, ϑ. [1957], Αππροξιματιον το Βαψεσ Ρισκ ιν Ρεπεατεδ Πλαψ, Χοντριβυτιονσ το τηε Τηεορψ οϕ Γαμεσ, ςολ. ΙΙΙ (Ανναλσ οϕ Ματηεματιχσ Στυδιεσ 39),

Μ. Δρεσηερ, Α.Ω. Τυχκερ ανδ Π. Ωολϕε (εδσ.), Πρινχετον Υνιϖερσιτψ Πρεσσ, 97−139. Ηαρτ, Σ. ανδ Δ. Σχημειδλερ [1989], Εξιστενχε οϕ Χορρελατεδ Εθυιλιβρια, Ματηεματιχσ οϕ Οπερατιονσ Ρεσεαρχη 14, 18−25. Λο≠ϖε, Μ. [1978], Προβαβιλιτψ Τηεορψ, ςολ. ΙΙ, 4τη Εδιτιον, Σπρινγερ−ςερλαγ. Λυχε, Ρ.Δ. ανδ Η. Ραιϕϕα [1957], Γαμεσ ανδ Δεχισιονσ, Ωιλεψ. Μαριμον, Ρ. [1996], Λεαρνινγ ϕρομ Λεαρνινγ ιν Εχονομιχσ, Αδϖανχεσ ιν Εχονομιχ Τηεορψ, Δ. Κρεπσ (εδ.), Χαμβριδγε Υνιϖερσιτψ Πρεσσ. Μεγιδδο, Ν. [1980], Ον Ρεπεατεδ Γαμεσ ωιτη Ινχομπλετε Ινϕορματιον Πλαψεδ βψ Νον−Βαψεσιαν Πλαψερσ, Ιντερνατιοναλ ϑουρναλ οϕ Γαμε Τηεορψ 9, 157−167. Μερτενσ, ϑ.−Φ., Σ. Σοριν ανδ Σ. Ζαμιρ [1995], Ρεπεατεδ Γαμεσ, Παρτ Α, ΧΟΡΕ ΔΠ−9420 (μιμεο). Μψερσον, Ρ.Β. [1995], Δυαλ Ρεδυχτιον ανδ Ελεμενταρψ Γαμεσ, ΔΠ−1113, Νορτηωεστερν Υνιϖερσιτψ (μιμεο). Ναυ, Ρ.Φ. ανδ Κ.Φ. ΜχΧαρδλε [1990], Χοηερεντ Βεηαϖιορ ιν Νονχοοπερατιϖε Γαμεσ, ϑουρναλ οϕ Εχονομιχ Τηεορψ 50, 424−444. Ροβινσον, ϑ. [1951], Αν Ιτερατιϖε Μετηοδ οϕ Σολϖινγ α Γαμε, Ανναλσ οϕ Ματηεματιχσ 54, 296−301. Ροτη,Α.Ε. ανδ Ι. Ερεϖ [1995], Λεαρνινγ ιν Εξτενσιϖε−Φορμ Γαμεσ: Εξπεριμενταλ Δατα ανδ Σιμπλε Δψναμιχ Μοδελσ ιν τηε Ιντερμεδιατε Τερμ, Γαμεσ ανδ Εχονομιχ Βεηαϖιορ 8, 164−212. Σανχηιριχο, Χ. Ω. [1996], Α Προβαβιλιστιχ Μοδελ οϕ Λεαρνινγ ιν Γαμεσ, Εχονομετριχα 64, 1375−1393.